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Ubungsblatt 8

Alle Losungen miissen vollstindig und nachvollziehbar BEGRUNDET werden.
Wenn Sie einen Satz aus der Vorlesung verwenden mochten, dann geben Sie es
genau an.

Abzugeben bis zum 15. Dezember, 16:00, in den Féachern der Tutoren

Aufgabe 1 [10 Punkte]
Seien (D1), (D2), (D3), (S), (S1), (S2), (S3) die Eigenschaften einer Mengensystem,
wie in der Vorlesung vorgestellt. Beweisen Sie das ein Mengensystem £ auf €2 Eigen-
schaften (D1), (D2), (D3), und (S) erfiillt genau dann wenn es Eigenschaften (S1),
(S2), und (S3) erfiillt.

(Tipp: Fiir eine der Richtungen zeigen Sie erst dass wenn &£ Eigenschaften (D1),
(D2) (D3) und (S) hat dann fir jede E, F € £ gilt: E'\ F € £. Dann schreiben Sie

die Vereinigung von einer Folge als eine disjunkte Vereinigung.)

Aufgabe 2 [10 Punkte]
Sei (2, &,P) a W-Raum und A, B € £ zwei unabhéngige Ereignisse. Zeigen Sie (aus
der Definition), dass das Mengensystem

{E € &£ : Menge {A, B, E'} ist unabhéngig}

ein Dynkin-system ist (d.h. es hat Eigenschaften (D1), (D2), (D3)).

(Bemerkung: Wir haben den Begriff der Unabhéngigkeit noch nicht in allgemei-
nen W-Réaumen definiert, deswegen Sie gerne annehmen koénnen, dass der W-Raum
diskret ist. Da die Definition in der allgemeinen Situation dieselbe ist, wird diese
Annahme die Losung nicht beeinflussen.)

Aufgabe 3 [10 Punkte]
Sei = [6] und M = {{1,2,3},{1,3,4},{2,5,6}}. Beweisen Sie dass |o(M)| = 16.
(Tipp: Fir eine Menge 2 und eine o-Algebra £ C P(Q2) auf 2 ein Ereignis A € £
heifit Atom, falls fiir jedes Ereignis B € £ mit B C A entweder B = A oder B = )
gilt. Bestimmen Sie die Atomen von M und benuzten Sie die o(M) zu bestimmen.

Aufgabe 4 [10 Punkte]
Zeigen Sie, nur unter Benutzung der Definition von Borelmengen, dass die
folgenden Teilmengen von R Borelmengen sind (Bereits bewiesene Ergebnisse tiber
o-Algebren diirfen dabei benutzt werden):



(i) die Menge der reele Zahlen die eine ganze Zahl wird, wenn sie genug Mal mit
selbst multipliziert wird.

(i) (—00,8)\ Q.

Bonusaufgabe

13 Wichtel bekommen jeweils entweder eine gelbe oder eine blaue Miitze aufgesetzt.
Jeder kann die Miitzenfarben der anderen sehen, aber nicht die eigene. Nun sol-
len alle gleichzeitig raten, welche Miitze sie selbst auf haben. Vor dem Experiment
konnen sie sich auf eine Strategie einigen. Wihrend des Experiments ist jegliche
Kommunikation verboten. Was ist die maximale Anzahl an richtigen Antworten,
die sie in jedem Fall (d.h. egal wie die Miitzen verteilt werden) erreichen kénnen?
(mit Beweis)



