Erwarfung)smeﬁ

Situotion
Sie hoben 4,50 € und Sie wollen menr Geld besiten.
Drei Optionen
(4)  Sie gehen ins kasino wd spielen ,Rot' im Roulete .
Gewinnen -+ 4,50 €

Verlieren - - 4,50 €

(ii) Sie spielen Lofto .

3 richti n Gewinn
Lo 0€ -450 €
3 + 10,40 € -A50 €
Y + 4,U0€ -450 €
5 +3 340,60 € -450 €
6 +534.596,50 € -450€

() Qe whlen das Ged in  thr Boankkonto ein .

Nodn ewem Jahr werden Sie sicher 4,54 € hoben.
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(Welche  Option ist die Reste ¢
anken iment
Wos passiect im Mittel | wenn wir diese  Optionen

menrmoals  wiedernoten  wadrden ©

Roulette
(Wenn wir m-mal ogespiedt haben , sei m, die
Amonl  der Spiele N denen wir Qemonnen halboen .
Sei m,=m-m, die Anuanl der Spigke iIn denen
wit  vedoren holoen
M Mifter . ST 000€ M L 500 T
Das ist nur en  G¥ankenexperiment, also woissen
wir die Werte von m und m, nicht.
Aber wir kbnnen erworten, doss wenn m qro@
Qewg ist, dann
M P ( gewinnen) = be%('\) und
™ * Pluerlieren) = e (0
) ist .
K2
> im Mittel - 3,00€ - T * 000€- T
% 300€ 35
® UG €
Lotto

Wir spieten m-mal  For 0&4L4 | sei my
die Amahl der Spiele , todoei wair Qenaus

4 ricntige Zahlen O.M.S%&,oah\‘\- hoben .

fn Mitted -

(000€ - (my+rm,+m, ) + 40 U0 € - m, + 4L4Y0€ -m, + 3.340,60 € -mg + 534.596,50€  m,
m
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Die Hypergeometrisane  \erteiung  posst
%—L‘: % TPC%W 4 ricntige Zohlen) = h 49,6, (L)

Im Mitel ~ 0,33 €

In mathematischer Sprache !
(ir haben mit einem  W-rawm angefangen
Routete @ ( 10,41, be ,,)

Ex]

oo+ (104,63, hy, )

wnd eine  Zufallsvarioble  (die tescnreilot | wieviel Geld wir loesiten wermden):

X+ 1047 » R Yo {04.-,61 >R

Y (0) = Y(4) = Y(2) = 0,00%€

X (Q) = 0,00€

Y(3) AOLO0 €,

X (A = 300%€

Dann haben wir uns ge@ra%’r'- Was st der Wert dieser Zufalsvariabien

im Mitter ¢

Formel 2 X(us) Pus)
—

wen
/ Wahrscheintichkert

der E\ememorem,ignisc
Wert der
2u{alisvariable.

Delinition (Emartongsamy

Sei (a,P) en diskieter W-raum und X: 0> R ene Zufalisvariable .

Der rungs von X existiect , wenn die Reine 2\ X(Q) P(ws)
we

aosolut komgge)n’r ist  In diesem Fall st der Erwo.r'\'ungsweri-

von X,

Elx] = 22 X(os) PCos).

wea
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Notiz

Sei (an),,, ene Folge von feelen Zahien

M3

N
Qn = Um Zan

=4 N0 N=4

A wenn n ungerao\e,
Qg =

o0
= Z o = /] +
-4 wenn n Qeradc

N+ 2 [+ (-a) |+ ..
n=4

-] o0
Eine Reine 2 laa| ist obsobud konvergent , wenn die Reihe r\Z\oﬂl < oo,
nza =1

3emerkun%

Wenn Q. endlich ist | ist die Reire 2 X(w) PCw)

uwe

immer  absolut konuer%en-t .

= Jede 2Zufalisvasiable hat ewnen Erwartungswert .

'Bemgx_\w%
Wenn Q. CR %'\b\' es (mmer die zZufalsvaciaoe
ld: >R

ld (w) = o

Dex Emar’mngsma-t \dner W-rwme  ist der Ewﬁun%smeﬁ

der ldentitdt | wenn er existiert.

Beispiel (‘Bemoulliroum )
a= 10,41 ¢€R

Elid,] = Z

we

ld (w) e lw)

Id_(0) - be (0) + Id (1) - oe (1)

= 0 - (1-p) + 1 P

- o

b Algemeinheit :  X: 10,47 >R, ElX]= X0 (4-p) + X(1) p

Lecture 27.11.2017 Seite 4



GegenbeASpie,l

a=N. Pist en W-mal , woeer P(i)>0 VieWN.

(2.®. die geometnsche. \ler’re)\\m%>

()" CA)*
)

X = e (23 xW@- TP

Dann  ist die Rehe & XA PG = T ()
AEN AzA

nicnt  obsobut konuergem .

= Ter EW exigliert nicht,
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Wiedernol vno

Delinition

Emerkxm%

(Erwoartungs wert )

Sa (A, P) en diskeeter W-raum und sei X: O~ R eine

recliwertige Zufalsvariable . Der  Erwartungswert von X existiert

wenn  die Relne 2o X(2) Plws) obsolut konver%en’r ist
we

(dh. T X)) Peus) < o0)
we

In diesem Fall st der Erwaﬁungswex—% von X,

ElXl = 2 X(us) Plos).

wen

Wenn 52 endlidn  ist, existiert der EW von jeder 2ufoalsvariode
X: oL->R.
Wem o ¢R st die idenfisane Abolldung Id- £->R , ld(w)= o,
cice  redlwertige  Zofalsvarioble . Dadurdh  kdnnen wir  die
Erwastongswerte  soldner  Verteilungen definieren
Theorie F\nwendun% der Theore Praxis
Standarduerteiung _ - Wanrscheintichkeitsouame. <= 2vfalige
nd thre Anw@ndU”% 2ufalsvariokle. (o, P) modellieren Situartion
20m_Beispiel ‘ Im Routetre :
X(@)=0 o =10,2§ ]
(10,43 , e ¢ ) PQ) = 9a3g ‘ - = Gpiel  ,Rot"
Ji{ P “
- X“TZ PC2) = Va3
X(© =0 o =192
(10,41, e 1 ) PO) = Y3 <1t Spe 3"
- X(4)=36 PC2) = "33

Erwartun%smerf von der ’binomia\ven“ei\on%

: (io,",,n.x ) b

2\ ld= X:

£ ist endiich

n,p

50,..nl > R

)

=

EIX] existiert.
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ELX1

[k - k-A]

[binomial
lenrsat2

1

2 X(us) Plus)
wWe st

2k (@ e -

n! n-k
kK Weaor P (4-p)

n~
n
S

i M=

n! «
e P (49"

~
|
a

n (n-4)! n-k
(-0 (-t P* (4-9)

M:

~
1)
£

M:

n (203) P ()"

~
[}
>

n
-4 -«
noZ (22 o (4-p)"

n
-4 R (n=-M - k-1
n ‘E (rll—:t) P -pk 4 (/I—p)

1 _ B -AY = Cle—4)
np \214 () o« (4—p)mA
o4 _A-K
np an ) p° ('1—\9)(‘n !
-4
np ( P+ (4—p))n

np i

ELX]

np

Eigenschaften des Erwartungsoxertes

'Be)nau.g’mn%

Sei (Q,P) en diskreter W-rawm , und sei X: Q>R

eine  Zufalsvariodle. Der EW von X  existiert genau dann,

wenn  die Reihe 2k P(X=k) absolut konvergent ist.

In diesem Tall

Beweis

ke X()
ist

EIXl = T k ®P(X=k) |

e X()

Wic prdfen , do der EW existiert oder nicht |

7 x| Plos) - T | e Plus)
wen ke X(Q) ;&’j;‘:—k

Z. an Lkl Plus)

ke X(Q) ;‘(’S)=k
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= Z okl Z Plw)

ke X(Q) ;:(,fr{:k
- Z okl P(x=k)
ke X(Q)
Aso EIX] existert <« 2 Xuws) Plus) ist absolut konvergent
we

“ 7 Il Ples) < oo
wesL

= Z k] Pw) < oo

ke X(s)

P kK Plw) ist obsoluf konvergent
ke X()

&=

Monipulationeq :

Mit den %\@dnen
Elx] = & X&) Pw) = &  k P(X=k) . []
we SL k e X(8)

(Tie Linearitdt des Erwartongswertes )

Stz
Sei (2, P) ein diskteter Wrrawm , seien X, Y 1 Q-R  2ufalisvarioblen,
deren Erwartungswerte existieren , und i ce R ene konstante
Donn  gilt ¢
(4)  Der Erwartungswert von ¢ X existiert und

Elcx] = c EIX) .
Der Erwartungswert von  c+X  exstiert qudn und
ElX+c1-EXV+c.
(i) Der Erwartungswert von X+Y  existiert und
Elx«y 1 = EIXY + EV] .
(i) wenn X(w) & Y(w) for ale wen , st
Elx] &« ELV].
(v)  For alle Ereignisse £ ¢ O, st
El1] = P& .
“Beweis
L]

Im Behrends Bydh .
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Der Erwartungsmﬁ der ’b‘momia\ver\'ei\un%

(104,.. n¥, b )
P
- Wir wiederhoen en Experiment n-mal , wobei die W-keit

von Erfog p it , und 0hlen die  edfolgreichen Experimente .

For 1Y4i*n sen E; dos Ereignis , doss das 4% Experiment

erfogreicn  ist.

E{ :“. E, ] = P( EA.) = P
Una %. 4., ~2oht die erfogreicien Experimente.

Die \!eﬁei\un% diecser Summe. it die ’B\nom\cx\ueﬁdkun%

2 den Poromelern  nound .

o et
E [. z: .ﬂ. EA'-‘ = § E[ 41. E‘-.]
.

Varianz  und S’h‘e,wn%
Sitvation @
2wl Welten:
0 werfen  eine  fawre Mime
@ Kopf — Sie guunnen 4 €

Zan| - Sie  verlieren 4 €

@ Kopf — Sie gewnnen  4.000 €

Zahl — Sle.  veclieren 4.000 €

Ses X Ihr Gewinn in der ersten Weltke .

EIXI= T4+ 7 (=)

- 0

Sei Y lhr Gewinn in der ersten Welke .

ETX1 = 74000 « 7 - (-1.000)
= 0
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Sitvordion @

@ Sie gewinnen 3€  mit  W-keit T
Sie gewinhen A€ mit W-keit %
EX) = 7 -3+ 7-4
= 1
(© Se gusmmen 2000000 € mit wWket oo .

909,999

Sie %m\nnem nichts mit  W-keit 2.000.000 -

q29.934
ELXT = 4.0027.000 © 2.000.000 + oooo00 @ O
= 1
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Die Vorionz

fFragae,

Wie gut opproximiert der Erwartungswert die Verteitung

[ Gar
Wos st der Erwartungswert des  Abstandes  2woisdhen

der 2ufalsvacialoe. gna ihrem Emﬁung]swﬂ

“Reigpiel

Stuation® o X ¢V
(10,41, be,) (1041, be_. )
z 4.000.000
=
} ‘. ‘. | NN %
0 4000 2000 3.000 2.000.000
Si+ua+ton®
| 1 [ |
[ | 1 | |
~1.000.000 -4 O 4 4.00Q.000
ElX] = ELV]

Wie messen wir den Aobstond zwischen X und ELX]
Aostand = X(w) - EIX] ist keine (3\)’\'3 Idef.!

Die Werte dieses \ Hbs’ro«no\es“ missen sich  oulheloen .

Elx-Elx] - Elx] - E[EXI] Elx]- Elx] - 0.
=> Sdlle nicht negativ - sen .
Z2wei  naturlicne Hc’)q\ichkeﬂen:

(4) | X(os) - ELX]]

173
(@]

(i) ( X(ur) - ELXI)

1
O
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Deginition  (Varionz )

Se (O,P) ein W-rowm uvnd X: Q>R eane 2ufolsvariable

deren Emoar’mngsmeﬁ exishiert

Wir definieren die Variomr von X als

N(X) = EL(x-EIXI]
{falls

dieser Eroaad‘ungsmex* existiert .
’B@mexk.ung%

Wenn . endlich ist, existiert die Vodam  jeder

Zofalsvacioote  owf .
Beigpiet
S'rh)a—Hong}

@ N - EL(x-EXD)

- E[X*]
- () Tt E
=

® v - EILY-EIV)]
= EIv1]
= (-4000.000)"- % + 4000.000" - 3
= 4.000.000.000 O
@ v -

EL(x-2.000)]

1

2, (X-2.000Y Pus)

wre 10,43

i}

'
(-1000) -+ *+ 4000 - 7T

4.000.000

® V()

E[ (Y-2.000)°]

7 ( Y(us)-2000) P(ws)

we {013

p L 4
=(-2.000)* (4- m) + (12.000.000000 - 2.000) " 75a00

= 3 Q49%.986. 000.000
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Die Sﬂ‘@\)\m%

TProolem

Die. Varionz und der Emar’run%mm haben  versoniedene
Einneiten .

E[X) = € . Vor(X) » €%

k]

Definition (S‘\Y&m%)

Sei (,P) en W-raum und X' Q>R eine Zufallsvanable |

deren Vodanx existiert. (O definieren die Streuung von X

als

a(X) = 4 Var(X) .

'bemw%
V(YX) - EIX-EXDN'T & Elol = 0

= o) ist  wonlidefiniert

Ei orion St
Sot=z
Sei (Q,P) e@n diskreter W-rowm , X! Q>R eine 2ufalsvatade

deren  Erwartungswert und Vadana edstiert, und sei ceR.

Donn

(1) Die Vadonz von cX edstiert und
Var(eX) = ¢ Var(X)  und
a(cX) = lel o(X) .

(c) Die Vodanz von X+c existert und
V(X+¢c) = V(X) ound
o(Xec) = o (X) .

(i) ELX*] existiert und

V(X) = E[X2] - EOX .
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Beweis

(i)

(i)

(nk )

Die Vorianz von cX  existiert ORNGL dann |, venn

ElcX]

ElcX] existiert

existiert und  EL(cX ~ ELex])] existiert .

und Eflcxl = c EWXT .

Und EL(cX ~ E[cXIV] existiert genowm dann , wenn

2 (X - ELex]Y P(w)

weE S

2 (X~ ELeX]Y P(uw)

we€ Sy

1]

V(X+e)

= E[(X-€elx1)]

= V(X) .

Wir definieren ¢= ELX1 |
= ElrcX] existtet una
El2cx] = 2c ElX]

L/_

]

> E[(-EX) +2¢X]

Aoer E[(X-EX) + 2¢X]

= wxX) = E[x1-Ex1*

und EIXT = E[x*+ ct+(-c)]

obsolut konvergent i st

X

we L

ct (X~ ELX] Plw)

et 2 (X - EIXD P(w)

wre L

c* Voar(X) <

EL(x+c - Elx+c1)?]

existiect

ELx*-1cX+ EIXI* + 2¢X]
E[x*+ E[X]1?]

Elx*1+ EIX}*

ELCx -EIXI] + 2c EIX]

n

V(X) + 2 E[X]?

)

(dh er exishert

Lecture 04.12.2017 Seite 4
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(»O\ederho\un%

Deginition  (Varianz ynd Sw‘r&mn%)
See (,P) en W-rawm und X: Q>R eine 2ufollsvariable
deren  Erwariungswert existiert .

ir defineren die Variana von X als

N(X) = EL(X-EMXI)] = 2 (X -EXD* Plw)

wWe

falls  dieser  Ervoartungswert existiert. Dann definieren  woir

die Smmgn% von X als

e(x) = VY
Sat=z
Sei (4,P) @n W-raum ;| X! O->R ene 20folsvarade | deren
Vadanz edstiert, ound ceR erne kongtonie
Dann gt -
(i) Die Vadanz von cX exshert und
Var(eX) = ¢ Var(X)  uwnd  &(cX) = lel o(X) .
(i) Die Vadanz von X+c existiert und
V(X+c) = V(X)  ound  &(X+c) = & (X) .
(isi.) ELX*] existiert ond V(X)) = E[X¥] - EXF » 0.
Bemering
Sei (0a),,, ene Foge won niont negativen reellen Zahlen .

Die Reine L Q, st olosolud konvegent genowt dann, wem
n2y

n>2 00 (= Zilanl) <oo

n2a

Der Bermouliroum

'Be)nmx@%
Sa X ene Zufalsvariade , deen Verteilung der  Bemaulitum
wm Posorceter o ist. Dann Qi

N = p (4-p) .
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WA []

Die Hyperoeometrisdne. \/ex“rei&m%

G S

Ist = N

Gl = R

//\.

zanlt die gonstigen Elemente,

die uair aps%eooa\qH- haben .

Der induzierte W-raum omf 10,4, ..,n] ist die

hypergeometnscne  Verteitung zu den Parometem

N,n und R.

Q. ist endiich =

V(X) exisviert .

Foerst missen wir  den Emar'\'un%smeﬁ von X
herednnen
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5@(“_}.@ ung

RBeweis

Poamerexr Nyn uynd R st N

Der Ervoartungswert  der hypergeometnisdnen Verteiung 20 den

nR

Wir definieren die Eeigusse E; , Akdtn, wobo
E; = { dos <™ Clement st g(ms‘rigs.

Seien X; = 4 e, die  Ihdikoforfunition for diese
Ereignisse , danmn gt

n
X = 2 X

A=4
[lineontdt des Ermcxr’rungSoou-&es]
n

ElX] = E[i X,;l = ; E[X,;] = Z P(E,_')-

A=4 A A=4

Edd
P(E;) = sy N ‘S\n

(ieniele. - Permuytationen %i‘o’c es ; wookel dos LE Elemert

%Gns-\i% ist ¢
N-4 | N-20 N3 N-U o N~ | ROIN-4 N=(13) N-ne2) N{n-A)
4 2 3 | A=A £ A+4 N2 n-4 n

Zoarst  reserviexren  wiC  @n  oonstiges  Element  £0r die
it sele

— R Hoglichkeiten

Donn  wiohten  wic dos erste  Element ows

- N-4  Hdglcnkerten

(N-A)!

[Eel = (- (N-2) - (N-G=a) R(N-E) L ON-(n-0) = R e
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= ’P(EA) = ls|n
N-4)!
. (R aeq)
N
((N"n')!)
PCEL) = ‘E‘_
= EX1 = Z Py
i=4
B

>,

=4

= =

’be)nM%

Die Variont der hypergeometrische  \Verteilung 2u den

Poramerem N,n und R st

n R (IN-RY(N-)

Ny = NT (N-4)
Bouweis
2oerst  beredmen  wic ELX(x-M].
ELX(X-N] = nZ k (k-4) P(X=k)
k=0

P e WGY
[sa b2 )( 4)1 k=o ('r\:)
@)= 222-C)]  n RY (N~
)" blo-a \b LY L (een) (k) (n—\‘)

&)

R(R-4) g~ _

) i k=) kaeon (b)) (N
NN-4) (N-2
k=2 nn-4) (n —7.)

- R@D S (E3)(N%

N(N-4) Kes (N-7;_)
n-
R-2\f(N-2) - (R-2)
_ n(n-4) R(R-4) i (k-i)((n—ﬂ - (k—'z.))
NCN-4) k=2 (';)\:7;

Lecture 07.12.2017 Seite 4



n-2 (K—z ((N—L)—(R-ﬂ)
- nd-0RR-1 S k /\n-2) - k
NEN-4) k=0 (W=
O-ARRA S
= nin-4) RGR-1)
B NCN-A) kz;o h N-2,n-2,R-2 (k)
—_—
=1
> E[X(x-0] - 2OARERD /
Elx*] = E[x(x-4)+X]
(Ld €]
= Elx(x-n] + E[X]
ni-A) RR-1) |, nR
N(N-A) N
V(XY - ELx] - BT
. nO-ARR-0 , nR (ﬂ&)z
NCN-A) N N
= er(‘;_,\) (=R (R-A) N+ N(N-A) - nR(-D)
_ nRIN-RYN-)
T NYIN-A) |:|
T)%e,dcm%
n
X = Z Xi
A=4
X~ (To4,..nl, hN,n,R)
. NRNRYN-n) R R\ N-n
VO = S n (%) (4-&) X2
XA'. thd (io)'ﬂ , be L)
N
n n
TV = TR U-R) < (@G-
n
Wenn  nl VX)) ¢ 8 V(X,)
A=A
Aber

Y ~ ({o4,..,ni, bn\p)

Y.~ (104%, be , )

Lecture 07.12.2017 Seite 5



Hw&m@ oloe.

V(Y)Y = np (4-p)
n

= ?_: p (1-p)
N

= N(Y)

>
n
a

Bedingte (Wanrsdneinlichkeit

Situation
dle A
“vor
d__=D
4ye % KSWA 0%

Q = { dewdsche Wortecs

Dle Nomina  enthalten Informationen Joer den Artikef

Diese informationen  verdnderm

die W-lkeiten.

Gate  konnen  wir die nduen  W-lkeiten bewednnen_?

0 groRerer  Algemeinheit :

. Ein W-roum  (,P)

Ein Erejcants A € , fGr welcnes

Ein Ereignis B €O, wordber wir wissen |, doss es

sdnon  aufoereten st

= Ale weE s, die ndnt in

Deshalb  orowmchen waic , e A onftt | dass AnB aufgeteten ist.

Ein newer W-roum (Q',P")
Q' =8
A = Ang |

B Ulegen , sind unerneblich .

£Gr den ngt

wir uns interessieren |

v

///C/B

N\

Lecture 07.12.2017 Seite 6
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wWir  bramchen  {foloende zueh  Sachen :

= P'(®)
PE,) P'EY
— = — - E g
P () P (E) fur ole E, \E, €B .

_ Definition  (Bedingte wahrscnein@icniceit )
Se (2,P) en W-roum uynd seien AR < QO Ereigaisse,

sodoss PR >0

Donn  definieen wir die bedingte W-keik von A vnter B als

PCAOB
P(AlB) = wcs))
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PCARY = PAOR)
Aad P
7,
P
(B, P(-1B)) st ein diskreter W-rowm:
e B ist nhochstens  aoshibar
(B S Q, O ist Wochstens  abashlbar )
° FOr jedes we® , PCisy IRY 2 O
(PClwst (B) , P 20 )
P(iusd)
we (R P(B) TP(R) PCR)

Beispiel

iruation
Wi orfein einen  foiren  (OOMel und LI gewinnen

wemn  die  Augensumime %rﬁ(ser [gedn  2enn ist.
W-oum - Loploce o a-1elt .

Se. A das Ermgnis , dass Wit gewinnen.

Dos hei@t -
A = 3 e, (5,6, (6w, (65,0663

|Al [ L
PA) = a1 = & = 6.
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(Uas possiert | wenn wir die erste Augenzahl - sanon

qesehe)n haoen

For ALt 6 s B, dos Erugnis , doss die erste

Augenont £ ist .

Fairer Wafel
= PR T
PCAILB) 2
« An B, ™Al
A %] 0
2 Q 0
3 ¢ 0
4 $u6)] (SL“)/(%) .t
13 1(59),(5,6)} Gty - L
6 16w, (65),(6,6)} Fy - 2
Unabhan%i%ke,it

Delinitlion ( Lmobhancaigkejt)
Zwoei Er&gnissa AR S Q in enem diskreten GO-rowm

sind gznobhan%i% , e

PRy = P(A)

?Sem@rkm%

Seien AR wel Erejgnisse_, godase

P(AND)

PAIBY = OB

(A .

Domn %if.’c

PCAND) = PCA) - P(R)

und deshalb

P(AN®) PR (B
P(BIA) = fpm\ = ey - PR
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Bem erkun%

Jm_

Sof=

g und £ sind wnabhangia von A , for jedes

Erei%nis ASQ.

P(BnA) P(g) = O = (@) P(A). v

P(a nA) PCA) = 4-P(A) = ™) PcA). v

Seien AB £ 0L Erignisse, Sodass :

PAY , PBY >0

A und B disjunkt sind.
Dann  sind A und B nideT  unobnangiq.

PCAN®) = P(@) = 0 # PA)PMB) .

Der Satz  dexr “otalen  Wahesdheintiehnkert

(Sotz cer “otalen W-keit)
Sei (&,P) en v-oum und sel LL- LEJIBL- eine
%exle@ung von L in pooswese  disjunkie
Evei%nisse, B, , ie 1, sodass
I Wodnstens amahibac sk,
P(B;) >0 ist, Lor jedes igT
Dann c\siH f0r  jedes Ereicanis Ach

P(A) = _EITP(A\B,;SIT’(B&-).
AE

AU P

BA B:_ -B;; By Bs Be

Q

Dieser Satx ist die Summenreoe! der 0-+theone.

wWenn die 'Ee;ednnun% von P(A) schnwiesig st
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unterteilen wir die Elemente in QL nach B; , ie T |

sodass  P(AIB;) enfacher w berednnen ist.

Deweis

wal = U b ene Zerlegung ist , haben wir die

iel

disjunkte  Vereinigung *

A =

= TP(A)

Reispiel
Strhuation

Wir  spielen

faie  HON2e :

Kopg

2anl -

Wos ist die

Em‘ nisse,

U (AnB,)

i€l

PCU (AnB,)
<6l

Z TP(AH’BA)

ieT

L PCAlBR;) PC(B;) D

i€l

Rouletle mit Ronaldo . wir werfen eine

L
wic wetten ouf ,Rot

u
wic welen auwf 4,7

w-keit vom Guwinn ¢

A = Sw\r caw‘mneni

v
1

{ wir etten ,Rot" §

B, o= 1w welen , T3

o= B,UB,

Die bggingﬁ W-kert

P (AlB,)

P (AlB,) =

P( wir gewinnen , wenn oir ,,ROT“ wekten

18
A

1l
P( wir gewinnen , LrNn wir , F weﬂe)n-i
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(el die 4Wime {Lair ist, st

P(B,) = + und P(B)= ¥
Deshalb
[sdtw]
PCA) = P(AIB,) P(B,) + P(AIR,) P(B,)

Der  Sodz  von ‘Bayes

Manchmal |, wem wic scdon wissen , dass A owfgetreten
ist | mdchten wit auch wissen, in welchen Toll (B, 4el)
wir - Gegen .

Dos heipyr , doss wir die bedingte W-keit  P(B! A)

bereCnnen  mochten .

Sate (‘Bayes)

Sei (o, P) en W-roum | und sel a=U B; ene
teL

Zerlegung von S in Poasrweise  disjunte  Eveignisse B;
Sodoss
T  hddnstens amahiar ist
© {0r jedes iel , P(B;)>o0.
Dann gilt Lo jedes Ereignis AS A und £ir jedes k€T,

PAIBL) P(B)
PBUA) = 5 s pesy)

A6l
Beweis

[Def.] BB AA)
P (BN = PR
P(BnA) - P(ANB) = PCAIRY P(BR .

[satw]
PCA) = 7, P(AlB,) P(B;)
ieT

Lecture 11.12.2017 Seite 5



LWiedernobung
q_
Definition  ( unobhdn%‘nake't)
Zwei ErogniSSe_ AR S Q in enem W-rowm sind

!zﬂobh@ﬂ%i% , wenn
P(A0R) = TP(A) -P(B)

Sotz (Sotz der “otolen W-keit)

Sei (&, P) en w-rowum und sei (L= U%i exne
€T

Mlegun% von L in pooswese  disjunicte
Ereignisse B; , ie 1, wobel I hodwtens okmdhibac ist,

und  P(B;) >0 Viel . Dann gt fOr ale Acn

A = ‘ZITP(A\BQ'IP(B,;).
i€

Satz (‘Bayes)

Sei (a,P) en W-roum , 2=UB; , so we im Sot
Lel

der fotolen Wo-keit. Donn gilt f6r jedes Ereignis AS Q

und L0r jedes k€T,

P(AIBL) P(B).
PCBIA) = 5 pamp(s)

il

Nnwenay 18]

Situotion
Es gor ere Kronkhet K . Es gbt einen
Tesy, um heuszufinden |, oo @ine Person K hot

oder  nignt.

Wir  issen die Pravalena der kronkheit -

037 der 'Eeva\kexmg hoben K.

Wir  werden eine Person der ‘Bevolerung

zuf&\u% owsudlen ynd sie testen
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Es gior 2wei fArten von Fenem:
Die PerSon st kronk |, ober unser Test zeigt,
dass  sie gesund ist.
Die PerSon st %esunol

, Ober unser TTest 2e€igy,

dass sie  kronk st

Eigenschaften unseres Tests
Die Senswitat des Testes jst 93,97 : dos ist die
W-keit davon, doss der Test eine kronke Person
os kronk  2egh
Die Sperififat des Testes st A% 7% : dos ist die
W-keit davon, doss der Test eine ogsunde Person

ols %esuno\ erlennen wING .

— Foooe
Wir haben eine Person wea\\\% Qusgewonit
Una ogtestel , ynd der Test 20t , doss die
Person  leronk st .

Was isY die Lo-keit | doss diese Pesrson in

LoirkRicrkeit  eigentticn gesund st ¢

L5$ur\%
O st die Menge  von Pooren von Personen und Ert’ig\’\'\SSen

Unseres  “lesis

Ereignisge, - 2= B,0%,

B, = } die Person ist (woire@icn) kmn\r.} ‘ '
0 o041 002

B, = §die Person ist (coirklich) gesundz

A = { der Test 20/Qt, doss die Pergon keank ist
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Wir mMoctten  wiissen !

P(B, 1A)

(Olr  wiissen -

P(R,Y) = 0003 [ PGvolen |

P(B,) = P(a\®,) = 4-P(R,) = 0,993

P(AIB,) = 0,99 [ Sensitivitot]

PCAIB,) =  4- P(@AlB®,) = 4-049% = 001 [Speripitar ]

Also  wenden wir den Satx von Boyes on ¢

PCAIRL) P(BY)
PCABLN PR + P(AIR)P(B,)

PCB, 1A

0,001 -Q,AQ34%
0,99 -0,002 + 0,002 - 0,943

124

= 0,83 ... g3

0 004 002

UHabhan%i%keit von__vielen Ereignissen

Situation

2we faite HOmen  uwrden  grwvorfen.

E. @ die erste MiMe zeiqr Kopf .
E, ° die 2wmite MOMe zd%-\ Zohn |
€, ' die wa MOMmen 2eigen verschiedene  Seiten .

Der  W-rouum

O = { k), (kD) K, @D

ist  lapaceroum (P = §).

g, - (kx> (K2}
€, - t(x2),(z2 2%
€. =~ {1k 2).(2,x)
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A
(A

£\~

PCED

PCE) - PG, = 7

P(E,nE,) = PCiCk,2W) = § = T-7 = PCE) PE,)

= €, und €, sind unabhangig.
P(E,nE,) - Pk, DY) = 4 = P(E) P(E,)
= €. und E; sind  unabhdngig.

P(E,nE,) = P(E) P(E,)

= €, ind E; sind unob‘né\ngi%.

Abec . E, und €, wusommen bestimmen E, . (E,NE, € E,)

Delinition

Bomerung

Ser (4, P) en W-rowm und sei T eine
be\'\ekig)e \ndexm@n%e.

Eine HMenge sl_\:_,_-‘- Le '[} \oNn Ereignissen E;C€Q

ist m_o_bbo."n%ig y wenn

PCOELD T ®(E,)
4€7 4€7

40r jede endliche Tafmenge J ¢ T.

'Bemﬁgn%

Te Menge {E,E,ET von useem Resplet

ist nicnt unabhancai% .

T = 142,33
PN E) - PC(ikzD = T+ ¥
17 A
T Pee,)
4€73
unsex Bespier
e
i€ :iell ist % FGr jeses Paar 144} €T,
unashangiq = E; wd E; sind unobnangig
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Unabhangigkeﬂ- von Zufalisvacioblen

) ~ nicht |, ynaohdngig'

Bespiel
Wir  wodhnlen zu{-’&\\i% ene Pearson  ouas .
X+ ihr Monatslonn  (in <€)
( Vo: die Gofe irer GOomung (in m*)
/ Z ¢ der Tog ihes Gevpurtstages
#Unalonangjg "
Delinition
Sei (., P) ein W-rum ond sei T eine  beliebige
Indexmenge. . FOr jedes iel gt e ene Zufalsvariode
Xim > Qg
Die Menge iX;bf Leﬂ von Zufalsvariaben ist
mnabh@_ngi%_ , wenn {£ir befiebige  (Janl von
Elementarereignissen  wr; € 1, . die Menge
1 IX=aul: 4eT] von Eeignissen unakhbngig ist.
Reispiel

Selen E,,E, wxi Emignse in (2,P) , und seien
A, A, e indiarorfunictionen.

Dann st {’ﬂE \’ﬂEll unabhangig , genoun dann , wean
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§ E., E, { unobhangicj ist.

2.
()

{E,,E,} ist = M ALY
(k)

Unabhﬁh%i% = wnolshon %i%

W) PCEag) = P(id =atnid -41)

['ﬂs‘,'ﬂsl unobh]
- PO =D PO =41

- P(E,) - P(E,)

= E,, €, sind unabhdngig

() H.A
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Gibt es einen W-raum Q. und eine 2ufallsvarioble X' Q>N |
sodoss  die induzierte Verteilung von X die  qeometrische

Verteilung ist [

¢ Nenmen wir q = T on.
= Erfog und Misserfolq haben die gleiche W-keit.

= TDie Toge von Ergebnissen sind gleichverteilt

Wir konnen die LONOe der Folopn von oben nicht begrenten.
< Wir missen unendliche Tolgen von  Experimenten / Ergeonissen

bedenken .

Wir wexden die ?o\qen o ‘tezeidnnen
0O ==  Missedolg

4 - Erfolg .

Deshalb ist O = io,ﬂ‘“ = 1w, w,,05,.) 0 o5, e ol \u'i
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Zufalisvarioble

X @hit coleviele  Experimente es gibt bis zum ersten Erfolg -

2um Beispel

w = (4,0,4,4,4,0,0,0,...)

X(w) = 4 : das erste Experiment war ecfolgreich.

w =(0,0,4,4,0,...)

X)) = 3

a(lgenne,in CX(w) = min 4o =A§.

Jetzt hoben wir eine Menge 2 und eine 2ufalsvarioble K: >N,
die die geometriche VE’HeA&mqr bescnreilot .

Acec P fent |

Zuxes Probleme, / (Ooungskiatt 0 )
0) Q ist Obembtdhibar | (a-= io,:ﬂ“ )
@ a st unendlich

-2 es aib’r keiten  Loplaceraum oumf .

Eigensdhoften von Goeratudhloaren  W-rGumen
, Die Folgen sind  geichuerteilt |

L Ywo,w'ea , Plw)=Plu")

'.Be)nowp“'unqu

VYwesr, Pluw)=0

Beuweis

S p e 0,41 | sodass P(w) -p , YweR.
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w

1= P 2 P (WU00,., (0,4,0,0,..),(0,04,0,.), .5

P ((1,0,0,...) + P((0,4,0,0,..) + P((0,0,4,0,..)) + ...

+ ..

= o + P + )

Bedeuwder das |, dass P(E)=0 VEea ©
NEIN !

PE) = & Plw) posst aur | weon E hichstens aodhnibar ist.

weE

Unferscneid  2coischen  diskeeten und — Joerabdhiboren  GO-rduumen

im diskreten Fall  gendgt es , die W-keiten von den Elementarereignissen
20 definiemrn.

lm Oberobzohlbaren Tall ist doas nionT genug |, weill es Joerapaahnibare
Ereignisse.  gjiot.  In dicsem Tall missen wir die W-keilen von alen
Eveignissen € € QO definieren,

P P() - 10,4]

Aber die Abbildung P ist keine eliddge Adoildung

2ok Eicamsdno»@’r@n . die P haben soll

(e Py = 4
() Segen E,,E,, E;, ... € QL eine omahlbare ﬁ)\ae Vo

poarueise  disjuniden  Telmengen.

(EiNE, = ¢ , wen i+4)
P(Og,) - 2 P
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(€3)  Se A, 104" » fo4I"  die Avbildung, dlie
die i  koodlinate vesdndert.
(Dos heifdt, 'A./v.(w“osz) e Wy W Wiy o)
= (wd,c\sz,..‘, Win s A= 6T Wigagy - -
T jede Telmenge ES 10,41 und jedes ieW,

PCAE)) = P(E).

( A = §A£(w) CweEl )

DeLinition

Sé ScN eine endlche Teimenge , S=is,,5, .l
Dann

Agtory = ALACAL (A ).)
vecandert alle  koordinaten in S .
VESA , ScN, Isl<oo,

P ( A(E) = P(E)

Sotz (Vitati , 1905 )

8e a=1041" . Es giov KEWE Adcitdung P Pla) > [04]

mik den Eigenschaften (EA), (E2) ound (e3)

Detinition
2we Folgen uw,w’' e 0 sind aquivalent (L5 '), wenn
|fien - ur,‘-#w‘."ll < o0 .

(Es 3ib1L nur endlich vige  Unterschiede z0dischen of und o', )

Beispiel

(0,0,0,..) ~ (4,0,0,0,...)
\ /
the (Uﬂw,_,...) y Wobei rwe endlich viele wi; =4 .
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(0,0,0,...) % (0,4,0,1,0,4,...)
N s

LA 4, A4, )

LyA
9ol w
AN
weow! Wb wh

Detinition

Sei uwre . Dann st [m—]N -{w'en: wmw‘l

die Aguivalenzklasse van us.

\
Wir  erzeugen  eine ,,vmﬂdde,\ Mence M :
Wir  wdhlen von jeder Aquivalenadasse aenow eine  feligdioe Folog
aus und tun sie in M hinein.

= Yweq | lH(\[os]Nl =4,

Nehmen wir an, dass eine Addildung P mit den Eigenscnoften

(EAN, (EL) und (E3) existiert

(os st PMm) ¢

'Be,haup’run%
o = U Agm)
Sc™
(sl < o0
Beweis

1) Sei we .
Donn \Mn[w]m| = 1.
= 3w‘e(Mn[w]N3 <= du'eM: wauw |

= 8 = JieN: w;+uw,] ist endlich.
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= w = As(m').
=>

w € AS(M)

= we U AM)

Isi<o0

Deshalb

U AqM) = a. V4

Isi<oo

() S + 8!
> AMyaAm =9 Vv
(’Bewejs siehe No\'\le)n.) |:|

Wiedersprudn o albahlbare Verejnigun%
(1)

4= ) = PCU AM))

ISi< o0

(EL)

= L PCAMY)

\Sl<oo

(€3)

= L PM)

j P(M) st nicht  wohldefiniert.
IS\<e0
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Sotz (von Vitodi o Intervallen)
Seien ¢,d € R , sodass c<d und se 2 = (c,dl.
Es gibt keme Aobbildung P: P(a) »104] mik den dre
Eigensdn#eh '
(e ®CQ) =4
(Exy VE,E, &, . £a , die poarweise disjunkt sind, git
P(Oe) - 7 pE)

A=A A=A

(E3) For jede Teimenge E< (c,dl und jedes x 6 R, sodass

x+E = {x+e " ceE] € (cd]
g
P(x+E) = P(E)
+x
N
— - >
c d R
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o- A\gebren
—_die [Osung
Wir  weden e £or ,sdﬁne,' Telmengen von Q. ene W-keit

definieren .

Solche scndnen Telmengen weden Ereign\sse" genonnt

Welcne Teimengen von . sinok uns oo\dnﬁ%?

Beispiel

Wie longe. worde.  diese VOr\eSUﬂ% dowern ¢

a= (0, hol

_Simvolle. Fragen
" Dawert die Vorlesung ¢anger als 90 min 2
E = (Qo, 1nol

Wie wahrschenlich ist es, dass die Vorlesun% 200ischen

85 wd 95 mun dowert

E = (35,95]

= Die wichtigen Teilmengen sing Intecvolle  (ab] € Q.

Aoexr (leider) sind Intervale  nickt g

Wir mddnten cwch ein poas Woische  Operatianen

modchen kdnnen

Seien AR € O 20w Eregnisse .
Wie  wonrscheintich st es, dass
A nicht qutett
= 03¢ brouchen, dass das kKomplement Q\A  duch

ein Erejcjnis ist .
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* dass entweder A oder B ottt

= Die Verej\nigun% AUB soll owdh ein Erdgnis sein.

° doss A und B omftreten

= AN B sol omdh ein Ere‘\%nis sein .

Deginition (o -Algebro)
Sei a eine Menge . Eine _G:m%mau.-? 2 ist eine Men%e
von '\"e\\me,ncaen von Q.
€ ¢ P(a) , sodass
(st Qet.

(6> VEe& qif axeetb

(53) VY E.E,E, e, gt UE, €k

4=4

’Bemerk»n%

@ In (83) erouoen woir akshlbore \lere,‘migungm.
Gd)  Wir konnen Dordnscnaitt  durch  Komplement und
\exeint qung  erzengen:

2B AR = aN((avAYU (aveY)

Beispiele.
— Behowptung
Sei 0 ene beletige Henge . 'Die foigenden Teilmengen
von P(2) sind g - Alggbren ouf S
W & -ip,al

(i) PCa)

™
~
]

@) & = 1ES .0l entweder E oder Q\E ist hounstens
abndhioar §

Beweis

HA L]
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Drei Ebenen von Meng,en

M £ PCPCAD
P
1N
Kyl
E\"Z_M'fe 0-Algelora
’r}ehOup-tung

Ser Q. ene HMenge wnd sei M€ P(ad

eine. Menge von Teilmengen von Q.

Es giot oenaw eine Menge von Tei\merqen

von L, o) € P(Q) , sodass

(Esa) WM< o(M)

(s o(M) ist eine o -Ageora amf a

(€s3) Sei & ene o-Alggora auf o sodass € st

Dann gitt o(M) € o,

o (M) st die von M ereugte o -Algebra.

Vs O -Algebra. ourf 2

M O'(M)
DN PP
P
~—— e _(-L

Bemedang
Dle Eioenschoft (ES3) bedewdet, dass o(M) die
kleinsie g -Alggora auf N, die ale Mengen in M
enthalt , ist.
Bewseis

HA ]
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Wenn M oie Menge von Teilmengen von S ist, die ale Mengen,
£0r die wir eine W-ket definersn mddhten , enthalt , ist o (W)

die Menge aller Mengen | £0r die wir eine W-ket definieren missen.

Delinition

Sei =R, und se M= (abl atb ,a,beR}.

Die Borel'sche o-Alggom auf R , &, ist die voa M eneugte

G - Algeoro.

B = o).

Eine Menge ® e® st eioe Bam-menge.

A l\%e,meme W -rdume,

Defintion  (W-maf3)
Sei 2 ene HMenge und sei E€PUM) eine o -Algebra
oumf .
Eine Addldung P: €~ 104] ist ein W-map (oder eine
\Meﬂm@, wenn
(wma)  P() = 1.
(wWM2) For poorweise disjunkde Mengen E, E,,E,,... €€

c\:jiU:,

P(UE) - Z ®e)
4=4
[ (W) heipr - Aodikivitad ]

Delintion . (W-rawum)

Ein W-rowm st ein Tripel (Q,E P), wobe -
(w4) L ist eine betiebige Menge
(w2)  E ist ene o-Agebra omf o .

(W3) P ist en W-mal omf (Q,E8).
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M&%_
Detinkion (o- ﬁlgebra,)

Sei L eine HMenge . Eine G-Algebrg ist eine Mzruac von Teiemengen
wn ., &€ P(a) , sodass

(s4) a e & .

(s2) VYEeE , aNeek.

0

(83) YE,,E,E,. et , UE et
azyq
Definition (Borelsche G- Ageora,)
Sei =R und sei M= §(abl: a,beR, atb].

Die Borel'sche o -Aigeora. aul B, ® = o (R) ,ist cie von

M ereugle o - Algeora .
Elne Moﬁ%e, B el® wird ene Doel-Menge gerannt .

Defintioa  (W-map , W-rowm)

Sei o ene Menge und sei & eine O -Algeoro. amf o

Ene Aoboldung P: & = [04] ist en W-moB  (oder
ene  Vecteitung ) , wean

(wMma) P =4

(WwML) VYE, E, E,, . €&, dic paorweise disjunit sing,

g P(UE)- T wg)

A=4

Dos Tripel (O, &, P) it en W-roum

Beispele

Beispiet O
Sei (,P)  ein diskreter W-rouum.

Do ist (<, (), P) owmch en W-rauwm

(W): A ist eine belhebige Menge. v
(Wt P(a) ist ene o-Agebro ouf o V4
wWa3) . P st en W-map ol (a, PCa)). v
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Beispiel 4 (Dle Dirge - \lexfe'\&mq,)

Sel a eine belieblge  Menge und se £ eine o - Algelora.

ot .

o6 Dirac- Verteitung ist das W-map O, ¢ €~ 10,4],

wobex,
0 , wen x ¢ E
8, (E) =
, woww x € E

(@,&,8,) st en W-roum.

(wa): v/
(W) : Vv
W) © & st ein wW-maf
(WMa) - et xe @, Sl)=4.
(WM1) - Seien  E,,E,, Ey,... pacrwese disjunite Mengen

4. Fall: = ¢ U g

> & (UE) - 0
A=A
= L &(E) v
2. Fall: xe O E;
A=4

= es qibT genouu en k=W , sodass
x e E . (die E; sind poarweise
disjunkt .)
& ( D E,) =1
i

o 8. (E) = 8, (E)+ L 8e(E))

A=A Atk
= 4 + 2O = 4 . v/
Atk
Bespel von dem “Beispiel
a-R, E-PR), x-0.
8. (E)= O .

—_—

\/ 5
—— w=0\ ®R
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Wie lonnen wir sinmvole  Vertsitung auf (R,B) eneugen ?

Wir missen w0 jeder Borel-Menge Be B ene (W-keit

uordnen.

Problem ¢ Es %ib’r viele, 'E)ore\—Merkaen.

Delinition (Map)
86 O eine Menge Wnd sei £ eine o-Alglora owf Q.
Ein Ma@ st eine o -additive Abbitdung & > R, U freol

Dos het,

v g,, E,.Eyy - € & , die pacrweise disjwie sind

o0

p(OE) = L mE).

A=A €=4

Satz  (Erweiterung von Carathéodory )
Sei M=1i(a,b) , a,0eR,atb], und sei p* M- R,
eine Abbiﬂdunca , sodass wemn E,, E,, E,,..- € ® paarweise
oisjunict sind wid U E, e M , itk
A=A
Donn  gibt es genouw ein Moy pm- & - R L i+eol | sodass

Lor alle (a,bl € M,

M ((@,b]) = ¥ ((a,b)

Beispiel ( Lebesque -Maf3 )

Wir definieren y-* PM Ry

p*lapl) = b-a 20
Seien E., E,,E3,-- € M eine  paarwese disjunkte
o
Folge, sodass U E; = (a,bl.
A=A
bm-l brL brL-A b'-\ ba b'l. b“
¢ (-3 ¥y ¥Y---¥ ¥ ¥ 1 5
< AN YA W | WY N N
o b
o
e
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Wir braudchen , dass

J €, = (a,bl

A=4

und o0.B.d.A.

wobei b, 2, 2b 2b,2 ., b=b ud Um b,=a.
n->o0
2m_Beispied

(-]
wen U E; =(0,4] ist es mdggich , doss
A=A

B D

- tim L (b, b0)

n-oo d=d

13
<
*
a
s
2

n
= tm 2L (o, b,)
n-oco a=4

= tim ((0,-5,)+(6,-6,)+ (b,-by)+..* (b -1, )+ (b, by, )

= lm (bA —bn.+4)

= b-a - /u*(E)E,;) /

A=4

ASo konnen wir den Erweiterungssatz von  CorGthéodory
anwenden , um ein MoB A - B> R, uiresl 2y ernatten.

A wird das _Leoesque -MaB auf R genannt .

Eigenschalten
A (g, 1) = p* ((a,b])
Deshalb st A kein W-mad.
= b-a.
Acer  wir konnen A berwtien, um
2 (R) = o0 S

ein Wrmal 2w ereugen.
(weie  AMR) 2 A(o,n)=n  YaeN)
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Bespiel
Sei Q-=(c,d]l , c,delR |, c<d.

Sei E die Borel'sche o-Algcbra owmf Q.

Dos heigt £ = 1Bna  Be®]

{fRe®: Beaf.

Wir defiiegren en W-maB@ o € [0,41 , wabes
Mm(EY = G A(E)

Dann ist ((¢dl, €, ) en W-raum , sodoss °

@  plcdl) =4

® pm ist O - additiv

® VEe& undt xeR , sodass x+ES Q ,u(:x+E)=/u(E)

\ertei tungsfuniction

Delinition

Sei P eine Verteitung ouf (R,®). Die Verteilungsfuniction Fp

ist  die Abbildung ZFP-. R - 1041

Fp(x) = Ploo,x])

HLULLLL LS A
V7777777777777 7777777

X

(-00, x]

’.Bemerkm%

Die Verteitung P wird durch  ive VerteiBungs foriction  bestimmy .
Sei (a,b] en Intervall . Damn,

Pabl) = P((-o0,b] \ (-00, al)

pzzzzz) (-o0,b]
Wi (-0, 0]

(17/7770112/17777/7) 5
\T77777777777777777]

o b
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P((abl) = P((-00,b] \ (-c0,al)
- P((-00,b1) ~ P((-c0,a1)

= Fp(b) - Fp(a)

Deshalb -
Verteilungsfuniction  Fo
¥
W-keit von alen Intervalen (a,bl
{ (Erweiterung von  Caratnéodony)

die V@r—\‘ej&mca P .
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Beispicle.  von Veﬁej&m%s{lmuiorm

Peicpier O Die Gleithverteibung  quf (cdl,

L. A@
cdl PE) = d-c

lnsbesondere. , wenn  E= (a,bl € (c.d], P((abl)-= ::_t

Fplx) = P(-s0.x])

P(2)=0 , e Xk te

Fplx) = Bl-o0,%1) = P((-00,] O (c,d]) Plex]) = icf ,enn clactd,

P(c.d)) = 4 , wean X d,

AN ( __ll \R
o c d
b _J' >
c X d
PN '{"’"’/ ppp e fl LLL L _flln —t >R
c d x
o),
A A
¢ d x

Lecture 15.01.2018 Seite 1



Reigpiet @

Beispiet @) -

Eine digkrete V@ri'ej&mca_

2B, die Poisson- Verteibung  2um  Paromeler .

PCixh) =

x -0

[

’_"x‘. , e ¢ € Zao

0 , Sonst

Fe(x) = P(Go00,)) = P((-00, Lx4])

wobei  Lx! die giafite qane Tatk | die

.
erae e *—O
e”‘a—O& e ._e
et O—O
v
4 1 3%

Wonn it der Schaden quf ¢

x nt | st

(Ve Conoe missen wir warten awf den ersten Schaden ¢

L Es gjbt eire Verteitung P

Es glor eine Ver+ei&m.gs\@umd'\on=

F,(t) = P((-o0,t])

oaul (R, ®).

Wenn die Warteaet ldenergeidn t ist, bedewter das, doss

mindestens  en

Die Amon der Scnodens{alle

Schadensfall i dem Idevol (0,11 Quaftnlt.

im  kervodd 1O, t1 coird  muk

dar  Poisson - Vertebung 2um Poromerer x t modeliest.

Deshalp (t

Fo(t)

o)

= P( (-o0,t1)
= P(221)

= 4A-P(2-0)
= p- et

Lecture 15.01.2018 Seite 2
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Also ,

1-e yweann t 20
F'n,(t) =
Q , Sonst.
A
0 t
i A i +

Mm;pﬂ;%_ ( Eigenschaften von W-maen)

Se (9.E,P) en W-raum
Donn gtk
(@) P) = Q
(b) VYE,Fe &, wobei ECF, gt
PE) & P(F).
() VE,Fe & gt
PC(EUF) = P(E) +P(F) -P(EnF)

(d) VE,E,E .. € &, wooes €,¢ E,¢E; 6, € ... gilt

-(L n
U E:; = En.
4=4

(e) Y ELE,,Ey. €E, wobe €,2€,2E,2E,2 .., gtk
PCAED = (m P(E)
4=4 n-00

_()- n
U Ei. = En.
az=4

Bewes : Rourouggake .
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Behauptung  (Eigenscraften von  Verteitungsfunichionen)
Set (Q,E,P) eine Vertefng , und se Tp e  Vertefungsfunlction.
Dann (aitt:
(VE4)  Tp steigh monoton
(VFL)  Um  Fp(xd= 0 uwnd

X -0

Um  Fplx) = 1.

X -> o0

(VF3)  Fgp ist rechtstetiq .

Beweis
eq)  Seien Xy eR, X<y . Dann gk
(~00,x] ¢ (—oo,%]
Die Monotonitat voa P = Fp(w) = P((-00,x1)
EPCeo,yl)

= Foly). v

(Ve Y Sei (x,),, ene '—Fo\%e,uaobex Xy > ~00

Wir deginieren *

E, = (-0, x, 1.

Deshollo 0 =P(p) = m P(E) = tm Fo(x,) V

n->00 n-od

(diec haben wir die Stetigked won ocen von P oncpwender )

Ao, wm Fo(x)= 0.

XD -o0

Lum F“,(x) = 4 ~ senr ahnlich . v

XS

(VF3) Sei (En)gy, ene Tolge , wobei &y NO.

Delinieseny © &, = (-oo, c+€,] .
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Stexighet von ooea :
Fp) = P((o0cl)

= PO oo, e ,1)

A=A

'U*YL 1P( (o0, C* En_])

n-> e

Gm ?p((/" Ch.) \/

n->ob a

1]

Bemerkung
Se. F:R ~=~[o4] ene Abitdung, ik dan Ei%e;nsdna-(f‘re,n
(EAD), WFD) und (VF3) . Doon gibt es  ene \erteitung (R,®,P),

sodass F(p =k
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Dicteunketion
Nehmen Sie an, dass die Verteilungsfus. T(x) stSoceseise  sietig
differenzierbor ist.

> Es gt eire stlokumise sterge Adoildung, F'(x).

= P(abl) = Fb) - T(a)
= § P60 ax
(ﬂ\h]

For  eine beliebige 'Eom\—-Hemae Ee®,ist es sirnwol
v schreien

Pe) = § P dx ¢ Ja!
E

Diese Formel st sinvoll | wemn wir das Integral  ads
dos  Lebesque - integral  vorstelien .
Am  oidhtigRten © LN eine Funkiion £ Riemann -integier bar

ist, sind das lewesque-integral und das Riemann - integrod - ofeich .
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Definikon  (Dicntefrnlerion)

Se. p: R> 1000 ene Function mit den Elgenschalten :

(CDFA)
(DT

(¥

Remerung

VceR , o™ (Coo,cl) e &,
5R Pl g = 4.
P B~ 1041 | dig durcn

PE - L opeax S 4 ) p)ax

€

definiert wird | en W-maB owf (R B).

(¢ heilt  dde Dichtefunktion von P

(und p ist die Acditdung won der Verteiungsfunition Fp)

Ale.  stickuotise sterqe Funktionen hoben die Eigeastnagt (DFA).

Beispiet O  (Gleichverteiewng ol (c,d] )

VerteiGungs funiditon:
0 , wenn X &C
xc
Fp(x) =9 o< , wean ctxtd
4 , wenn x3d
Dichtefuntcrion:
-
P d-c¢ ,weon cetxtd
) = FI x) =
= . . J:;(ao) IP (x)
0 , wonst
o c d
ALENG) ) , )
PO - Ta(a ¢ Glichverteilung auf G woooek  A(@)< 0.

Bemerleung

Wir kdnnen die Gleichverteitung  veralgemeinecn

Sei DER" eme begemic Menge. Die Gleicnverteitung

ol D

hat  die "Dichtefuniction: T%\ , wean X €D

Pt =
0 , Sonst,
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Beigpiet @ (wartezeit)

Verteiungsfunicion
Q ,wenn t<0
T (B) -
A-e™" | wrn trg
Dichre Lunketion :
0 , wenn t<O
plt) = Fpt) =
ae™ wem t20

Definition  (Exponentialverteiung)
Sei e Ry, eine pos. wele 2ohl. Die. Ex Yalverte
Parameter X ist die Vertolung auf (R, ®) mix der DicheLunktion
0 , wenn  1<O

P =
Xe | weon t20

_'bgasmg&_@ ( Detrand'scne.  Paradox)

Keeis mit Radivs " Eine Senne witd rein 2ufBlig” gEogen
/<§ ¢ Wt weldner W-keit it die Sanne
\ v / tanqer ols die Seiten des eingesonridtenen
NP4
geidnseitiopn  Dreiesks ¢
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“Bemerung

- Die Senne  wird dusrdn  thren  Wlttel punks  oestimmt .

e
ey,

- Die Lancﬂe, der Senme. sk als der  Abstand  zwoiscren

dem Widtelpunlkr uwnd den kresmfelpunid  sigigt -

7
\ ; l’/l

*Die  Seite  des  engescarieoenen  gleidnsedtigen Dreiedis st eine Serre

mix  Aostand 2

Deshodlo,
Senne. eanger Absiand vom
<=>
as Sede Kreismilkel\puot < “y .
Jen wfsllig =

Der Mitlelpunled der Senne  wicd Qeichuerteitt b dem treis.

E = der Kreis mit Radius L
> S¢S
PE = p T e TS
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Andere ’Beremnux\%e,n

(&) ~ Senne Ca B

\en
Sex (,, E,,P) en W-roum.

x

a /‘\»
CHee)

im_diskreten Foll

+ Jede {-\bb'\\dun% X' Q, >, ist eine Zufolisyonode .
Y FEQ,,

RF) = P, (X (F)

(n_ dem aligemeinen Tay

© BS ISt nicat immer mdglch , jeder Telmenge FC& Q. eine

W-ket zuwordnen.

Desholp  browdhen wir  audn eine o -Aogora &, auf N, , die
alle ,.(Jo'\cw\-'\(aen" Te\\f‘f\encbe,n von £L; enthalt.

(e diskreten Fau = E,= PCa,))

Lecture 18.01.2018 Seite 5



_Problem
P wird e o E, definiect.
= (oir browchen, doss X'(Fle E,, wenn wir B(F) so deginieren

mocnten .

iHo ( 20Lallsvariable )
Sei (£, &,P,) en W-rawm uwnd s (€2,, &) en
Ereignisrauun . ( E, ist eine o-flgenra o 2z)
Eine Adoildung K £, >Q; st ene 2ufalisvarigbe |, wemn
Veek . X'(Fe&,.

Dann  wird die Akildung  Pyx: €, > 1041, die durch Py (F) = B, (X™*(FY)

definiest  witd , das  induwelerte  W-maR von X genanat .
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M&mﬂm@_
Sei (0, &,P) en W-raum wnd se (0,,&) en
Ereignistaum , wooer &, = o(M). Eine Abbildung 2 Q.- Q,
ist ene Zofalisvoriable geaowr dann, wen

24(M) e &, fur alle Me .
Bewels  HA. a

kKorolloc

Sei (R*,B",P) ene \Verteilung. Eine stetge Apbildung
2 R 2R st ene  2ufalswaridble (i Pewg auf die Borel'sche

a- !—\\qjebra)

Beweis
®B=a(M), codbet M= §(o0,c], ceRi.

Desnolo st es genvy, wemn wIr Joecprien , dass 27 ((-0,cl) € N
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(reo,c] ist eine obgeschiossene Telmenge von R, wnd 2 st stevqy .
Desnalb i das Ubild  27*((-e0,c1) auch eine abgeschiossene Menge
(in ®) , olso eine Borel - Menge .

Deshalb ist 2 ene 2ufalsvaciade. 0

Beispiel

2: R > R

(xy)

dany
2(xy) = Axt+yt \)A
2(x,y)

'Bed'm%;g wohraoheinlichkeiten

Delinition (bed‘mqre W-keit )

Selen (o ,E,P) en W-raum , und seien A, B €& Ereignisse,

sSodoss PR >p0. De inat “kext wn ist
P(AQB)
P . — =
(Al®) PCR)

Sarr ( Totolen W-keit)

Sei (9, E,P) en W-rum , sei Ae £ en Ereignis, und

a= U 3B edre 2ed in rwoeise disjunkden
io1 rezaun% 1 [selel 3)

Ereignissen B e €, wober I hichstens abashlbar ist

wnd P(B) >0 far jedes < I. Dann gilt

PCA) = 2. PCalB,) P(B,)

LeT

Satz (Bayes)

Selen (0, &,P), A I, iB;: e T} wie in der
toralen  W-keit .

Doon gt , £Or jedes ke T,

PCALIR,) P(BRY)
2 P(AIB;) P(B;)
+€T

P(Bklﬁ) =
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Uﬂﬂbhﬁn@i% keit

Deginition (Unabhangigk@”c von Ereignissen)

Sei (,E,P) en W-cowum wd s [ # @ cine Indexmenge.

Eine Menge, von  Eceignissen {€, iel,E e Ef st

_unabhangig , wenn {0r alle  endlichen JeI,

PCO g ) - T PE)
i€T jeT 1

Zwen Eregnisse AR € £ sind unobhangig , wenn

P(ANB) = P(A) -P(B).

a,, k)

(a,kP)
(., &)

27 F)

Deginition  { Unoehangigkeit von Zualisvaciadien)

Sei (. €P) ein W-raum und sei T #¢ eine Indexmenge.
TOr jedes i€ T se (Q4, &) en Eregnisaum und

se& 2, Q> Q; ene 2ufalsvoriable.

Die Menge von 2ufalsvariablen 12 4€ 1% st unahiangig

wenn  £Or  eine beliedige  Wanl von  Ereignissen i:FA-: i1el, Fe CzI,

die Menge von Urbildern 3127(F ) e If st unabnangig -

Unab‘nan%\o\ke)\ks -

— krttesien
(—Q,E)P)J I*¢; (ﬂi:aj) -@GJ' 4:61—

2,0 Q> O, 2ufalisyariabde

Foc jedes 4€l gt es G, € P(), sodass
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E,crao (G) wd VF GeG, , FnG e G,

( G, ist schnift-stabil)
Die Menge won  2ualisvaridolen 12, ce T st unobhongjg ,
gendu  donn, wenn EZ;"(G‘): iel} umbh,anﬁtg ist,

£6r beliebige G; € G,

Korollar

C (2 E,P) en W-raum

- 2.0 >R Zufallsvariocbte , fe I

A
Die Hen%e_ i%,y ieT] ist uno.bh'dng\% genau  dann, wenn

fir oeliebige  endliche T <1 unol c;je€R, 4e T,

2.5¢.b = T Pzece) = T F,(
‘P(»}Qj'i * c‘}] »j,e:l' (1 C1, 4€7 116

Situotion
Seen P, P,, s Py Vertelungen auf (R, ®) , mit
Dichtefunktionen  ©,,p,, -, Pn : R > [0,00)
Wir  ereugen enen W-raum (RY, &, P) durch
die  n-dimMensionate Dichtefunktion p © R* - [0,00)
-
Plxy, X, x,) = Flj j’;;(xﬂ.')'
'Be)nwo‘mn%
(R, @Y P) ist en W-rauwm .
Dle Projektion (iji.: R*> R,
Py, (=, 0., 0 ,) = Xy

st eine 2ufallsvoridble , und  dos indwaierte  W-mo
ist P,

Py, 1Ltatnl st unabhangig
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Se. J ¢lnl ere beliebioe. Telmenge und  seien i i e
beliebige reelle.  2ahnlen.

P .(\3_ t %1- '—‘c,jn = J’ .. j f(nc.,...,xn) dx, ...dx, )
16 Xty Xl g
e A7
g

\

J=11]

N

n
J .. J I p(x) ax, . dx,
{(xn"')x\‘l.)' !

x, . ; V,jeﬂ
[Fu.biﬂ.'l]

. R v wenn L4 T
o S plx) doc, | wober  E, =
=4 E. (-00,¢;) ,wen ieJ

- (;LTI —Fﬁé(ct)) (I[; { f)*(:x;L) dxi)
- —

=4, weal p;  ene Dictefunicton isk.

TT _Frp.(c'a)

163’ +

T P(Proj . & c;) / O
4e7 i Y
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Faltual

Sitvation
- W-rowm (., &, P)
* Zwe wnobhangige Zufalsvariablen X Y: Q>R ik Dichtefunicrionen
f.9: R > 10,0)
Frage

Wos st dip Vertefung von 2 = X+Y 1

S”rrmga\e,
O  Wir kerdnnen die Verteilungsfunidion

® Wir berednen die. DichteLunicrion

Ixy) aey 44

Y
Verteungsfuniirion é
=
Fo(t) = P(2¢et) / Q¥
>
= PCIxy): aty £t1) / 60 '
72
xry=t

Wel X und ¥ unobhdngig sind, ist die DichreLunlaion

von dem Paar (X, V) plxy) = £(x) gly)
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Aiso,

—-F% (%) =

JJ

£(x) gy

f(x.\,) T XAy E—t}

dxdy

(Wir madnen eine Vordablenswostitution umn eine  sandnere, FlAdne

v ekommen,

=> E(x"d): x+la,9¥:}

-

(s,2):2bt]

A

N

7

Dexr Jacooi -

gt

Q
<

|

Qo
[

Q
8

o

@
C

I

Q

i(C

T, ()

xty =1

Operator
Ao
BEY
dy
Q2

Ao
o=z

9y
Q2

JJ e

XY Xky S €5

S5 H6)

J(s,2)iz <t}

X
/ /|

i O >

~4 A

40 >

y A )
(a(x) de\/
(3-s) dsax

S
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t =)

F.0 = S J fs) gtas) asc

X4y o
T Nertelungfuntdion von 2= X+Y .
- Die Dichtepunkdion o, ist die Abletung von Ty, noce t.

Per dem  Fundomemialsodz der Anohsis st

Py () = F, (8)
Pra () = £ g-s) as
— Defintion  (Farung)
Seien £,9: R-R 20w Funkdionen. Die Fatiung von £ und 3

ist die Aobildung  {£+g : R=>R , die durch
fxg ®) - .,{ £y g(t-s) ds

definiert  wird , wenn  dieses lnteqra exstiet

Sotz
Sei (,E€,P) en W-rawm wd sesen XY 2R
2000 wnalonBngige  Zofalsvoriablen  mit  Dichiefunktionen
£ wd g
Dann Ist die Dictefunkton der Swreme won X+Y  die
Fattung  von f wund g ;

Pry (B = S £ qtt-s) as

Beispiel
Selen X unad Y unabnangioe G\eie)nvex*ej\m%en aug to4l.
Was ist die Vecelbung wvon X+&Y k&

ro = 4 ,wem e fo4]

£60 T o) =
Q , Sonst
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£(x) A

4
)

Wos ist die Tatung wo £ und g%

.ﬁxg (€) - J -F(s)%('t—s) ds

A , wenn Qtsbt4  und QL t-s 4
() o(t-s) =

@] , Soonst.

A , wen selo Al nlt-q,t]
(=) glt-s) =

0 , Sonst.

f 1 ds

fxg (t) =
[o13n Tt-4,t]
= (o110 [t-1,¢]]
Also,
£ %9 () = [ lo41n [t-4,¢]]
lgl=0 , wean t< 0
(lo,tll=t , weon Qkt -4
14,41l =2-t |, woean ALts2
lgl =0 , wenn +£>2
t , wen  QLt i
= L-t , wemn ALkt £
Q , sonst.
) o fxg ()

B
“-\l

_o|
N
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Emlomngsm

lm diskeeten ToW  © E[2z]1 = 2 2(w) Plw)

e sz

Defigtion  (Erwact wngsLoert )

Sei (R",B",P) ecine Verteilung mix Dichtefunkticn o' R - [o,00) .

See. 2:R"@R  ere reeluwarfige 2uLalsvanose . (Oenn

jl%(x)l p(xE) dxe <o, defineren wir den Emoactucgsuest won 2
[R\'\

duran

Et2l - J 2(x) peo) ax
1k“
Bemeckung,

(«)  Wem es ere kompalde Telmenge 2 &R gict (28.: [cdl €R) sodass -

 ple) =0 ¥xgn
©p und Z sind Stetig oud L.

- J1200] p) dee - J el pro) e < 00
R" el

(i) Der EW einecr V@%e(\un% st oec EwW der I[denmtidot

auf der \erteilung.

Beispiel ) Die Gleichverteilung  ouf [c,d]
(Otr  wissen,

53(30) =

2-1ld ;, 2(x)-x.

ELz2]

J 2(x) ptx) dox

d |
J ox Gz ax
d
- = [T =]
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_ d*-ct
Ll -c) ¢
_ cxd '
ELZ2] = 5 et ———o
¢ c I' d
Flz2]= cxd
2
Bespier @
p=R — [Q00)
1 , RN Qet e
p () = -t ,wen ALttt
0 , sonst .
2 R> R st die \deoattat.
1 2
et21 - S = peode - S oxoe ax v Sz e d
R 1
4 2
= [§x3] + [x‘—slaas]
fe) 1

ECx] + ELV] | wooe X,V Ql@chven‘eihnem o [04]  sind.

LinearitGt+ des EWes '

EL21 = ELx+v] = ELXI + ELY]

;.—
N

Defintion  (Varanz , Streuang)

See. (R, &, P) en W-raum mit Ddnefunickon

p: R* > [0,0) tnd s 2R >R ene

2ufolsvorioole , deven EW existiert .

ELX]
De Vadam von Z st

V(2) = E((2-€[21)%) = EL2% - E[2]*

Die m% st o (@)= Tv().

Lecture 25.01.2018 Seite 6



—Wiedechobung
inion  (Erwartungswert)

Sev (R", &%, P) ein W-rdum mit Dichtefunktion p: R - 10,00),
wid sei 2 K> R ene 2ofaisvariadle .

Wemn S 12 () p(:n) dx <00 | definiefen woir den
rR\'\

Erwartongswert von Z  durch

E(2) - mf 2(x) olx) doc |

___ Definion ( Vorianz)
Sei (R, B"P) en W-raum mit Dicntefunkhon P und se

2:R°>R  cine Zofalsvariabl , deren Ercartungswert

exastiect |

Die Variony von 2 st

)

J (2(0)- €[21)" plx) dee,

vezy = ELz-E021%)]
R

wenn dieser Enpo\r’mn%smeﬁ existient.

W die  Streusng won 2 dusch

In diesem Fal

o (2) ~ A1V

deficiert .

yorm,QLverfe\(un%

— Degigfon  (Normalvesteilung)
Sei a€ R cie reele 2000 wnd sei o >0 eife Eostive

teele Zant.

Die \extel arfungsowest

der W-roum (R, ®, lfl.m,o@\)\_ mit  der Dichiefuniction
1

_(z-a)*
X

\
fosr (¥) = i €

Lecture 29.01.2018 Seite 1



'bemwa

(L) Wenn wic die Paramerer der Normaldverteilung,  gepen, g@oen wir

die Varionz
(K) De Nomqﬂ_uex-\-e\&m%_ ik Eraoctungsosrst QO wnd \VNarianr A,

(R, ®,n ), heft de Standord - NomolwecteiGung

&, ncdu die S’creuun% o .

Die Dichmefunktion fa’ o1 (x) st due sogenann-%e » GawBsche Glockenwue.\

% ¢ f a, (}LLOC)

—

Ffa,er()

0, < 0, ¢

WIr miissen eweisen, doss  fg ox () wirkeidn eine  Didntefunition st

(DF 1)

For jedes ce R

, p“"((—oo,c]) e &.

v

[fa,c.z hat die Eigenscnaft, el sie  sletg isd 1

(oF2) S faor(x dx = 4.

o0
1
;{04‘2’?

Wi macnen  eine

x-Qa

= —_— <=>
w &
dx _ o
dw
dm w =~ -o0
X>-0c0

—(x-*
2L
e *© g

Yarioteansubstityohon :

Xx= Gt

Lecture 29.01.2018 Seite 2



oo L 2
— - A s
poR odzr © o dw > {ix © o .

Wean g(w) = e * st ist die Aotertung

A

q'(uw = Cw) e *

— Sak ( Goupsches Integrat)

0 u
f e dwu = A2T .
Beuwis
0O wh
Sei 1= J e 7 du
-0
0 _£ 2
to-(f e oLUL)
00 -—ui- 0 _1:'
=(felotu)(fe"dv)
oo oo
[50'\7. von]
Fbim __(,i _y_f_
= .ff e e ° ou odv.
KL
- JS e ? duw dv .
“7\1.
Jelt madhen wic eine  Voriablensubstitytion : v
Vie-ee—
W= - cs ¥ r

v= r-gsnV

wWr+vt = vrcos? 8 o ersintY = r?

Jacabt - Operator :

-g% %{% ) cos Y -r sin ¥
Qv v .
dr B, sin ‘P r cs ™

Lecture 29.01.2018 Seite 3
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Seine Determinonte :

cos ¥ -r sin Y

= ros?® o+t orsin? = r
sn ¥ r s\

—
~
n
—
—
(g

dw olv

0
-t o
- 27 [-e 2 ]
0
= 27 (0-(-2)
= 2T
= T=A7w O

= Die Nomalver’re}\\ung ist  eine Vex‘rei&mq.

thre  Vertei@ungsfuniaion :

% A _(x-a)t
= L, 2ot
Fa,o_l (2) = _[ oA e dx .

0o

Wic ormuchen einen Rechner [ eine Tabelle , um  Fy g2 (2)

W oerechnen .
&(-a)=P(24-a)
Achsensyrmneree [ Adhsen ~Sym }
Es ist oprwg, = P(z2a)
Y
@) = F () = A-P(2ta)
2O Loissen . P I - = 4-0 (@)

Lecture 29.01.2018 Seite 4



D Gesetr. _der ahie

Sitvation
© Ein w-raum (R,B,P) mit Dicntefunkton p: R— [0,00).
Eine Zufalsvoriobe X' R >R .
,Vielmals wiedecholen” < Eine Folge X, X, X,, ...
von Zufalisvarioclen | die identisch verteilt sind, mit
Verteiling Py , wid  die Menge 1X,,X, .} ist unabhdngg.
. durchschniftliche Wert" < X, = o &%
L=4
Frooe

Was Womnen woir Toer die Verteiung vor X, sogen 1

Wir werden senen , dass )—(n aoh  EIX] (= E[X)) fieqft .

Reispie) Q\e)dnuex’re‘\@,\m% ol [0,1]
— ]
X 1 X, = 2 (%)
| ——
1
o :1- 0 o4

Wir _brouchen:

Soh (Tseneoyscneff - UWngleicung)

(R,B,P) en W-raum mit Dicdefunkiion p.
« Z:R->R ene 2ufalsvaridble | deren Variant existiect.
Donn, e A >0,

RCI2-ERlan) L 2

Lecture 29.01.2018 Seite 5



Satz  (Markov - uma\eidaun%)

(R, B, P) en W-roum mut Diduefunition p.
Z2: R~ Rip ene nid negorive 2u{alsvariave, desen EnNar’rungsW existiert .

Donn %\l*, {fir jedes a>0

]

P(22a) ¢ ——f—)

Lecture 29.01.2018 Seite 6



Bewcis (Markov - ngleicmung)

2(x) 2(x)

V()

Whr oelinieren eine newe  ufalsvonaoe Y R ioloo)

a , wenn  2(x)=2q
Y(x) =

0 , wenn  Qf L.

(Y(x)= a :(Lz%éa} )

Merken S sicn, dass

Y(x) & 2(x) |, Vxe®.

= E[y)L E[2] = (Monotontdt des Eruwortungswertes)

Lecture 01.02.2018 Seite 1



EMM - J Y(x) plx) doc
R
= f a p(x) dx
fx:2x)2al
= a f plx) dx
fx: 2(x)2af
= a- P(22a)
Also,

a- P(22a) = ELV] & EL2],

o P(z2a) ¢ EL2L []

Beweis  (Tscneoyscheff - Ungleicung )
Wir defiieren die Zufalsvariode T R > [ 0,00),
T(x) = (2x) - E[21)
Donn ist
ELTI - El(e-€02D°] - v(z).
(oic wenden die Harkov - Ungleidung mit a - AT an:

E(T] _ V(&

fT2ad = §(a-E[21) 2 At}

L%

= tl2-eral 2 2t

> p(l2-€r21l2 ) ¢ UH

d []

Diese. Unxa\eicmm% isf nur hlfedn | woenn

A2 V(L) , oder A2 o(2).

Lecture 01.02.2018 Seite 2



Dos  Gesetz  der %m‘/&eﬂ 2anden,

Sotz ( s0awoches Gesera der gno(len %ahlen)

Ses (QL,E, P en W-raum wnd seen X, X,,...X, : 2> R
2ufallsvoriodlen , sodass  £0r jedes £ e [nl, EL4] uad V(4)
existieren , und diz Menge %X Xgy o Xa 8 wnabhangjio) ist.

Ser ’)Zn = ’lrf é‘ X, der Durcnsconitt.
Damn  gitt {or jedes €30,

X _flv(xk-)
POI X, - % ZExal2e) & &

[N 2
A=A n €

(0'\0‘(\‘\'\(56)( Tall
X, X,y X sind identiscn vertellt , wie ene 2V X: Q- R
E[Xhl = ElX] i,

5> T JEX] - B

ALZa

n

= : VIX:) = wn V(X)
A=a
— V(X
= »( l Xn‘EEX]\éE’) & rr:}e-‘-)
It
v(X)
ng&t
>0
0

Beweis

Wir  wenden die Tscheyshelff - UngleCung  on, mik 2= Xu

wd a= &,
ElX,1- E[ = é ) = é e
K{ Liviariddt cdes 1
ETWO\K‘\'ungsmeA”tes
VR - (E LX) 5w (2 )
. R T vxy)

Kd\t’, VX ]_/ A=

sind unobhan%'\%

Lecture 01.02.2018 Seite 3



Per Tschebyscnel( :

_ V(%)
PO, -EX Il 2e) £ o

_ n iV(X‘-)
P, - w TEXI2e) &

i=a nt & |:|

”Eyemexkun%

- Wenn X, %, Xy, wnadnangiq  und identisdh verfeilt wie X sind,

donn , £0r jedes £ >0,

%m  PUX, -EIXII2€) -0

n->co

passt owch, wenn nuwr EIX]  existiect .

Satz  (Stackes Gesetz der ooflen Zohlen)

Sl (Q,E,P) ein W-roum und s X' Q>R ene Zufalsvoriode ,

deren  Eworfungmert und  Vadan: existieren.  Seien XXy Xy, ot R

Zufalsvodioden , die identisch vertelt wile X sind und paccweese unaknanglg

voneinonder  sind .
Ser, {0r jydes neN, 3_(\,; o Z X, der Durchschnitt dex essten n

Zufallsvarioden.,

Dano ot

PCUm X, - EIX1) = 1

n-> co

Lecture 01.02.2018 Seite 4



Starkes Gesetz

Schuwaches Gesetz

Die Durchsennite Xy, konvergjeren in Wkeit  gegen EWX].

Vveso, um PCOIX. -€lxl)2e) =a.

n->co
Starkes  Gesets

Dle  Dudaschaikte Yn konvergiesen  fast sicaec  gegen ELXI.

PCtm X, = EIX1) = 4.

n-So0

Konvergermn: fost  sichec :>, Konuer%eo;_« N W-keit

Satz (2eatoler  Gemwertsat: )
Sei (0,8, en W-raum , wd s X: Q>R ene flsvoriade ,
deren Erwdastungswert und  Vardanz  existieren , sodass
V(x) = o(X)' >0
Seen X X, Xyt L R unobhangige  Zufalisvandolen, die
ideatisdn  verteilt wie X sind.

FOr jedes n e N definieen wic X, = n 'Z,, Xi.
i

Se 2 en 2ufalsvoriode , die wie die Stondosd - Normolvertetung

verter®k st

Lecture 01.02.2018 Seite 5



Dann gtk , £5c en  belidoiges Intenal la,bl € R,

i P(JLE(%N) e[a,bl) = P(2 ¢ labl)

V = H(YH—E[X])

&(X)

LA

]

£| & (% -el)

(L% -€ElX)

&

= 0 - El21 v4

v - V(g (K- ETXD)

An —

n

o VK 4 - vE Y

- Y9
n

]

Lecture 01.02.2018 Seite 6



Statigtik

W - theorie ! Stotishk
Modell Daten von Experimenten
@ aos ist dos entspediandD
Model 2
ol jspiel

Srtuation

Ein Importeur erfiok eine Lieferung von N= 40.000
Omangen. Er mdchie wissen, wieviel , sagen wir
oy dovon foul sind, wel er den Preis  nur 20hen
mwuss, wean  hodnstens 574 Lol sind.

Er mocht eine Stidnprdoe von n =50 Orongen und
stelt fest, dass x foum? sind.

Wos konn er fet2t Tber oy sogen 1

Lecture 04.02.2018 Seite 1



A ldee
Er kam versuchen mit x den Wert von W 2u schdkzen.
Er kaonn sagen

ow = T(x) - Schater von o,

2um ‘Beispiel , die Verteilung von x ist die hypergeomervisdne.

V@r’rei&m% W den Pofamerem N, R=our,n

[Ny
Dex EW  ist NN

Wir kdnnen eintetien x = ﬁ"n = w =N %‘

2.\ dee
Er komn sich nidnt sicher sein , doss T(x) oer  riontige Wert
von o ist. Staftdessen kann er en Interval C(x) ¢ R
sudren , sodoss  mut  hoher W-lkeit o e Clw) gitk.
Solcne. Intervale  heiBen  Konfidenxintervalle
2lel:  C(x) so kein wie mdalida.

3. Idee
Scolieflich  muss er entscneiden , do er die Lieferung
olkeptieren word oder nicdht . (oie soll er diese Eﬂ\'sc‘neid.u.ﬁ%
LBlen 2
- Tlesten von  Hypotnesen.
Das _po Arisc el
Hier haben wir nicht nur einen Raum | sondem eine
Menge von W-rGumen. For jeden moglichen Wert
vom Pommeter or gibt es en W-ma P - hN‘w‘n
ék&q@ge‘m :

- Die 3edoo.dn‘run988xelgn'\$e x lbiden den

Stichprocenraum X | der mit einer o-Aigebra g

Lecture 04.02.2018 Seite 2



versenen st

FOr jeden moglichen Wert des unogeannten Parameters
O gt e en entsprecnendes W-mal Py &~ [o,4]
« @ v der Parometeraum : Die Menge der mdglichen

Weste des Pammetess.

Definton (Porametisdnes Model )

Ein  porametrisches Model ist eine Menge von maglichen
W ~ roumen
M= 1 (X EP)  0e®F,

wobei @ < R" der Porometertoum st

Reispiet ®
Unser Orongenbesptel nat das  porametrische

Modell WM = § (io,..,50%, P(10,...,50%), h Y we io,...,/to.ooo*ﬁ

40.000,5.50
Beispiet @
Dos ntecvad 0,01 sex geoelen |, waotek © >0 ynelkannt st
€S weden n unadnBngige geichverteiite 2ufaltuarioden qus [0,0]
ogooen . LJos st das Model ¢
M= § (toeo) BCLOeON"), Py ) © e RFY |, woober

'ng die  Didtefuniktion

\A

] " ot , wenn x; e [0,0] Vie(n
{e (%a,.0xq) = T fo(x;)) =
i=A

0 , Sonst

(Gleicnverteitung  amf [0,01" . )

Lecture 04.02.2018 Seite 3



Parameter Scnoong

__ Definifion  ( SonGiaer)
Sei 1(X,E,P): 6eB® e poomerrisches Model .
Sei W ene HMenge und S F eine 0-AlgEOMD auf W
Set T:@~> W ere Adsidung.
20 eirer BeobaChtung x € X wollen woir T(x) e W
angeben , das den Porameter T (6) schatat
T(x) helt Schaizer von T(8) und die 2V
TX) o> w
w > TX (W)

helBt ene  Shodistic,

]
X
TN Y. 2 (0)
S T(x)
Q.
Stichprgoe (%,E, %)

Lecture 04.02.2018 Seite 4



Beispiel (Qrange,nbc}\sp‘\e\)

Wir  cassen , doss die becoadntung  dec \r\\J\pcro\PomeJ\r'\@'en Ver-ke;\\m%
w den TPorometern N, © [ entspacht.
Der TW  dieser \Ier*ejﬁm% fiNy

Q

2"

LI kIRN  \eruusen , doss die M\xon% x et dlesen EW el‘e%t

& st nicd magficn, dass der Scdther immer fduig st
Aer W lkornen  focdem, doss der SAatzer i Mikiet
ﬁc\’rﬁg ist.

im Mitel = der EW de Scnatress.

Acer der EBEW hangt von der \Vertglfung do, und die
Verteilung nlngt  wom  Powoserer € ob.

E,LT(0)

der EW und die Vananz des Scpaters e O der Porometer ist.
Vo (TCX)

Definrtion ( enoosrtungstrew)
Sé {(X, &, ) 0e0S ean poametisches Modalt , widl sei
T:0->W ean Toromater , den wic schGhen moduen
(maistens it 'W=0 und T die ldentitdt - also schaizem woic
O direit.)
Ein Sondher T: X 2>W yon T(O) he@ emarungstew, wean
Lar Moo Ge @,

Ey [TO0] = T(®) .

(Informeld : dor Sonaher st im  Midded vowg)

Lecture 08.02.2018 Seite 1



DBeispiet 4

(orancenbeisped)

WF hacen den Schoter T(x) = ZN von § .

—Behauptung - T st eromrtungsten.

Bespiel 2

Rewoels 1 Wic mameens den BN berethnen

B L0l - EglE ol = g X
Linioitat des Ew
X ot die  huperqpometrische  Verfedung, wo den
Parameten N, O, also
€, X1 - S‘ n

=9 /

"

z|o

- E,[T0] - o

Wic haten die Gledwerte@ung auf [00] | wos ©>0  wnogkannt ist.

Wic macthen n unabhﬁngiqg Stichprocen  X,, X, .., Xa
= BeobdGUunger Xy, Xy v, e

Der EW  der Glecerteifung st %

n
Schwaches (Gesetz  der go@en Zohlen :  der Stionprdoenmidttet wert 'r(T Z
non dem TEW.
n
= ‘Aﬁ Z x; ~ %

Der Scadher Ty st erwoﬁungerm.

_Behauptung

Beweis ¢ Ee [—‘;\(xn Xu '")Ynﬂ - Ee [ % .ZA X"K
Linior\'faf}
des EW

= % i Ee[Kﬂ

d=4

X; ist geichuertei awmg [0,0] und deshate

—ZF i Ee [Xi]

£, [ Ta (X, ., %0)]

L=
L & 8
SN
A=a
([
= = ““16 =9

Lecture 08.02.2018 Seite 2
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2. Schokaer

Wir  oekoromen n Zufaliszanen i [0,0]

= max X; &6
1kitn

Wen  n grof st ,

haben wir vige 2Zohlen

Infervolt, [0, 6] |

Deshodb kSanen  tolr  erwarten, doss eine dovon nah ©  degt.

= mox X, ¥ 9
ALikn
Dos motiviert enen onderen  Schddiec

To(x, 2, .., x,) = max x; .

Atikn

— 4
U emo.n‘ungsi-m :

—Frage ¢ st

Wir Peregnnen die Vertei Gungs unliion

P (T O X £t )

von T

[ Unathangigueit]

oy [0,061

{ QMKWMHQMn%

Die  Vertedungsfondion  von T;L

Die Dicntefunidion st dann

d
£, (t) - o Fe(t)

jst

(ottto)
Py ( max X & t)
Py (X, Lt Vi)
TE P (x; t)
[T P (X; tt
A= 4 0
T (F)
A=A
t\n
5)
Pt - (5)" . (ottke)
,wern Q& tEn
, Sonst.

Lecture 08.02.2018 Seite 3



Deshalb

£, LT Gl - Jt 00 d
R
s
n

= = d’-t

o ©

Q n+4

n £+ n O n

) [ n+a ]o = e" n+4 s O

Deshalp  ist T;l(:rq,xl,...,:rn) = mox X nidtt  erwartungstrew, wat

ALbitn

E LTl - 7 0+ 6

a
— e
U\')i\" kanneﬂ lt <x41x11 RAEY xn) = T Tr:_ (qux-7_1 ftta xr‘\.)
n—:ti mayx . definiecen .
A8 tn
Dann st
¥ n+4 i
EolTrl - E L5 T.]
N+ —_
= E LT
- A P ) e - 6 ‘/

=> T: ist f&o_chmgsim .

ML - Schodzer

’-F%c

Wenn wir o beobaditen , welthen Wert von § ist der  wanrschein@ichste

Aber es gibt keiceo W-rawm  ouf O 2 © fat kein  Wkeit.
Wir  konen  versuchen  en W-mMmo@ ol @ 2 erzengen.
(Enalicner Tolt)

Goer © ~ Wi nemen den

20erst haben wir  kene  (nformoation

Loptaceroum  owg @

= PO - [g]
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Aber Jelt erhalten wir Informakion Toer @  diuch oke

’Beobo.dmkon% x .

Wir Dmea  den Sod2. von Bawes  onwenden , um die
edingte  W-ket von @ 2 berechnen.
Ereignisse.

A = Ix=o]

By 1 der Pacameter ist ©

1Bg:0e@) st ene Zerfegung 0@ W-rGumes

Wir mooden die bedingte w-keit P(BglA) loerechnen .

Wic volssen  PCAIBG) = TPe(X=x).

Boyes

P(A(Bgx ) P(Bgx)

Z PCAIBy) P(Be)
6e®

’IP('BexlA) =

1
- P(AlBgx) - 1@
PCa)

- Pa*(x=x)
P(Bgx [A) Torpay

Deshalo  wid  P(Bg1A) maximiert, wean Py (X=2%) maximiert coted

Definition ( Likelinood — Funichon)

Sei (X, E,Py): 0e@ % en paramerrisches Wodeld.

Tte Liekhood-Fonkrion isf die Abdldwng p i X * @ - [0,00),  coobed

Pg(X=x) , wenn Pg disket ist
p(x,©) =
Fo (= . wean Py stextg ist M Dicte funidion fg
Definition ( ML-Schgter)
Der SCchGdzer é T X - 0O von © Ist der Maximum - Likelifiood - Schofrer
(ke ML-Schamer) , wewn er die  LikefRood funkton  mavimisiest :
ﬁ(x, &x) = max p(x,0)

fe ©®

Lecture 08.02.2018 Seite 5



_ %espiet O ( Gleiohwerteluog )
Hier hacen wolr : ® - 1o:0e®f

Py = Gleicherteitung  ouf dem Mervall [o0]
Wic nochen n - Stichprooen

- Begoadh C (XX, 9Xa) € L0,0)"

Froge

A
Was st der ML-Sdndher O (x,, %, .y, ) *

2oerst missen woic die  ukelinood — Fynkclon  bexechnen .

Die. Dicntefunktion owf L[0T ist

'le‘ ywe OLkx LB
flx) =
Q , Sonst .

Lecture 12.02.2018 Seite 1



Wenn wic n unabhang')ge Stichproben  aben, ist  die

Likelinoad-funiction :

on ywenn  x; £0 Wi

p((ac‘,acz,..., xn), 0) =
0 , Sonst

é(ac“acl,...,ach) ist der Wert wvon © | der die Funkhon
maxiniert.
Wir brouchen 02 x; V..

Dos e, 62 max x; .

AL 4tn
\
Dann  ist p((s:nx,_,..., %,),0) = gu, ene mononton {alence
Tunletion -

Um sie 20 maximieren | néhmen Wit © SO kien wie mogich .

N
= 0(x,%,..,Xa) = MAX X .
AL 4iln
Bemmng%

wir haoen gesenen, dast dieser Schaher mert exooorkm%shm

ist.

Beispes @ (O(ungenbelspiel)
Hier ist
Pg = hN,e,n :

0air  oloen  eine ?zeobocht\)n% x.

A
(os ist der MuL-Songter O(x) ¢

Die  Ukelihood - Funidion :

p(x,0) = Po(X=x) = h

(2) (v3)

)

(Jir loerechnen den  Bruch

()

N©OHn

p(x,0)
_P(x—) 9-1)

Lecture 12.02.2018 Seite 2



2(x,0) _ @2

plx,0-0) (eD-CA)(Nn—_(Sc-D

(eg) . ﬁ_:g_L [(a>= al ]

) (Mo b/ bla)
- 0 , N-9-(n-x) Ay
0-x N-0+4 B

< 6(N0-(nx)*+1) 2 (6-x) (N-6+4)
©® ON-0"-n@+xH+6

S ON-9 + O ~xN+ 20 -x
<= x(N+4) 2 On

& 4 L L% (N-\-A)_J

p(vc,e)

! 2]
(S

Deshalb  wird die Likeuood-Foniction maXimiert | yoenn

o =~ L% (Nt

> B (x) = L% (N+4)_|

__"Bermeriang,
é(m) = L;—rﬁ (N'l"ﬂ_l o %\:—N - T(x)

_ deispiet® (ExponenJr'\QQveﬁd&m%)
HMadell
[(RS, , 8", Pg)  Be Ryl , wode

Py aie Exponentiolverteitung  zum Powometes © st
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Wiv becbodnhten n  Warte2eiten .

A
Wos ist der ML-Songher (..., %n) ¢

De  Lkelinood ~Fyntetion :

n
Moy xa, %) 0) = T fg(x,), wone
A=

0e % | en x20 st

fo (x)
Q , SOngt .
= _P(("x“‘xh"-:xn),e) = T (e -@_"exA)
A=A
= e" e—e:{éx"

Tride

Se f: @-> R, ene positve Funlton .
© moaximert f genau dann wenn © die Funktion

g (fg) maximiert.

Wir \nnen den g ( p((x., - x,),0) moximieren !

AR M [ tog - g - @]
=4
= %(G).
m diese Funkton zu moximieren | penmen wic die
lee)'(runca.
aq no n
w8 L
“ . e in‘. x: =0
de Q Q) e
& g = —x
2 x,
pev
A n A i_
= e (xq\ 'x,_,.-.,':cn) = i x, = 2 i\: - = =
d=s n i
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konfidersintenale.

Definttion

( konfidenzintervall )
Sei I(%,EP) 0@ en parometricnes Modell, wocei
@cR | und sei Xe€(04) ere weele Zan.
Die Abbildung
C:X » P(R),
x ~ C(x) htervall € R,

heif3t KOnFidenlabbﬂd.un% 20m lrFumsniveas. o¢ , falls

Py (6 € C(x) = Pliz: e () =2 4-x qit V0.

Nue X ist 2@l |
Aber die W-keit hangt von © Qb , upd wir wissen den
Wert von ©  niohe.

Lole konnen wic  C erzeugen K2

Vorhergehenswese
@ 20 Oc@ bestimmen wic ein (mogucnst weres) Co< X,

Sodass

[Hier st O festoglegt , desnalb wissen wir die \VerteiGung Py . ]

(@)  Wir depinieren
Clx)- 10 xe Cgb €O
Vo,
Py (0 CO) = Py(iz: Oe Cx)) [ per Deginition von C(2)]

= Po(ix: xe C) 2 f-x.
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©

R Clx) =i8:xe Cgi * vechkoler Schaitt.

N 0

o | Co: Pg(ReCy) 2 A-e
Co'

eu 1 |

-y ‘

Bosgiel  (Binomiauerteitung)

(L £0,4,...,03, P(i0,4,..403) , b, o) ¢ O € [o47

For jedes O broucnen wic eine Mence Cg , sodass
P (X¢ Co) &,

wobei X binomoadwertes®t st

Wic wenden die  Tscheloyscheff - Ungecwung an

Co = (B IXI -€ | E lX]+e)

> Pe(Xé Co)= Py ( Ix-Egixil2e)

L Vg (X)

(t-u)
67_

Bmom}al\zeﬁei&m%

EO[X] = n-©
VEX) = n-0-(4-0)
[6(4—6)‘—--&] @ Scheitt
wenn OLOL4
£ ny
Also,

n

Po(IX-nol2e) Lt 3o

Es (st gewg | e
n_ L
Ger .

n
< Er 2 4w oder €2 =

=~ Cg = (nO-€, nO+E)
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Wir wollen, doss £ so kiein  wie mbqeich ist.

An’
8"24&“ :

() Das konCidenzintervol -
C(x) = 10 xe Cgf
= 16 x ¢ (nO-€,00%€)
- e ¢ (x-nol<ed
- 16 (Z.gl<g]

S(E-E, Ef)

Beispiel wm Beisgiel ¢

X= 0,015

Ragivs = QA4

- n= _41.000
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