3 Grenzwertsitze

3.1 Konvergenz von Zufallsvariablen

Betrachten wir als Beispiel die Zahlen y € [0, 1) in Dezimalform Yy =0,y192y3" -
= > y;1077. Es sei Y; die diskrete Zufallsvariable Y;:[0,1) - y; € {0,1,...,9},

j=1
mit P(Y; = y) = & fiir alle y. Nun setzen wir

Xn = i 107%Y;
j=1

und lassen X, - Y = Z;’f’__l 1077Y; gehen. Die Y; sind unabhingig und wir
vermuten, dass Y gleichverteilt auf [0, 1) ist.

Definition. Es seien X3, Xo,... reelle Zufallsvariablen auf dem W-Raum
(€,&,P). , |
1. Xy — X fast sicher: & P({w € Q : X,(w) "= X(w)}) =1, in
Zeichen X, RN X.

2. Xn — X in Wahrscheinlichkeit (oder stochastisch): < P(| X, — X| >
) =% 0 fiir alle & > 0, in Zeichen X, -% X.

3. Xpn — X in Verteilung: & P(X, < z) =% P(X < z) fiir alle z, fiir
die F(z) = P(X < z) stetig ist, in Zeichen X, -5 X.

Die Interpretation ist: X, 5, X falls fiir grofien, Xp(w) ~ X(w); X, LA X,
falls fiir grofie n, X,, nahe bei X ist.

Satz 3.1. a. X, 1, X, impliziert X, Wox. Die Umkehrung gilt nicht
allgemgm.
b. X, LW, Xn impliziert X, 2% X. Die Umkehrung gilt nicht allgemein.

Beweis. a. Es sei 0.B.d.A. X = 0, ansonsten betrachten wir X,, — X. Es sei
Ap ={w € Q| Xp(W)], [ Xns1(w)],... < €}, also A C Ay C A3 C ... Gilt
Xn(w — 0, so haben wir |X,(w)| < ¢ fiir n > N, also w € Ay. Es folgt

{wGQ:Xn(w)—AO}QUAn,

n>1
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also aus Lemma 1.1a) und wegen X, 20

1=P(| JAn) = lim P(4,).

o1 n—oo
Nun haben wir {w € Q : | X, (w)| > e} C O\ A, also
‘ P(|X,| >¢€) <1- P(A4,),
und es folgt lim P(|X,| > &) = 0, das heifit X, "% 0.
n—00

Um zu zeigen, dass X, Hox # Xn % X betrachten wir das folgende
Gegenbeispiel. Es seien X1, X, ... unabhéngig auf Q mit Werten in {0, 1},

P(Xn=1)=%, P(Xp=0)=1— =
n

Wir haben
P(Xn>s)=%—>0 fir0<e<l1
P(X,>e)=0—>0 fire>1,
alszniLV'O.

Sei nun A, = {w € Q : Xi(w) = 0 fiir kK > n}. Dann ist wieder A; C A, C
A3 C ..., also P(JA,) =lim P(4,). Nun gilt

UA"Z {weQ: X,(w)=0firn>ne}={weQ: X,(w) — 0},

n>1 )
P(An)= P(Xn=0/\Xn+1:0/\):HP(Xn+1,=O)
i>0
1 1
= (1 —— —
( n)(l n—l—l) ’
also
. 1 1 1
P(An)—A}@m(l—ﬁ)(l—n+1)...(1_ﬁ)
_ n—1 n M-1 .on—=1_
= am e T ) T Y
und somit
P{weQ: X,(w) — 0}) = P(U Ap) = lim P(A4,)=0.
n>1

Demnach gilt nicht X, RN}
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b. Es gelte X, “% X, mit Fo(z) = P(X, < z), F(z) = P(X < 7). Fiir
€ > 0 haben wir

F.(z) = P(ana:)——-P(XnSx/\X§x+5)+P(Xn§x/\X>x+€)
< Flz+e)+ P Xy — X| >¢).

Ferner gilt

Flz—eg)=P(X<z-¢e)=PX<z-eANXp<2)+P(X <z—€AX,>1)
< Fu(z)+ P(| X, — X| > ¢).

Es folgt
F(z —¢) = P(| X, —z| >¢) < F.(z) < E(z +¢€) + P(| X, — z| > ¢).
Da X, 2 x vorausgesetzt ist, erhalten wir
F(z —¢€) < liminf F,(z) < limsup Fy,(z) < F(z +€).

Falls F(z) bei z stetig ist, so gilt mit € — 0, F(z) = lim F,(z), und es folgt

n—oo
V.
X, — X.

Als Gegenbeispiel fiir X, Y ox #= X, W, X betrachten wir Bernoulli
Variablen X,, mit Werten in {0, 1} und

P(Xp=1)= P(X, = 0) = % fiir alle 7,

also X1 =Xg=---=X.Seinun Y =1 — X. Wir haben
1 z>1,

Fo(z) =P(X,<2x) = % 0<z<1,
0 z <0,

und ferner P(Y < z) = P(X, < ). Es gilt also X, -5 Y, aber nicht
X, 2 Y,da|X,-Y|=1listfirallen. 0O
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3.2 Das schwache Gesetz der grofien Zahlen

Es seien Xj, Xs,... unabhingige Kopien einer Zufallsvariablen X. Dann
legt uns die Intuition nahe, dass der Erwartungswert E[X] ungefshr gleich

——X1+'7';+X" fiir grofle n sein sollte, und das ist auch so.

Fiir diskrete Zufallsvariable haben wir dies schon im Beispiel nach Satz 2.12
aus der Ungleichung von Tschebyschev begriindet. Wir wollen also die Un-
gleichungen von Markov und Tschebyschev auch fiir stetige Zufallsvariablen
verifizieren.

Satz 3.2. Sei X stetige Zufallsvariable mit Dichte f(x).

a. Ist X >0,a>0, sogilt P(X >a) < E[:(]. (Markbv)
b. P(|X —E[X]| > a) < ua;zﬁ, a > 0. (Tschebyschev)

Beweis. a. Wir haben

E[X] = /oo:rf(x)d:cz/ooxf(x)d:z—l—/xf(ac)dx

> a/f(:c)dx=aP(X >a).

b. Mit Y = |X — E[X]| erhalten wir aus a)

E[(X ~E[X])¥] _ Var[X]
a? e
Satz 3.3 (Schwaches Gesetz der grofien Zahlen). Die reelle Zufallsvariable

habe Erwartungswert E[X] und Varianz Var[X]. Sind X1, Xo, .. . unabhdngige
Kopien von X, so gilt

P(IX-E[X]| 2 o) = P(IX-E[X]]* > o) <

Xy 4+ X
n

P( YerlX)

= —E[X]|>e) < fiir allee > 0.

Insbesondere gilt fir die Folge X, = Xit=4Xn " dags X, W B[X] strebt.
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Beweis. Wir haben E[X,,] = 1 }° E[X;] = E[X], Var[X,] = & Xn: Var|X;] =
i=1 i=1

%, also gilt nach Tschebyschev

P(I%, — BIX]| > ) < YK _ VerlX]

g? ne?
Folgerung 3.4. Mit den Voraussetzungen des Satzes haben wir

Var[X]
nt?

P(] —EBlX]|<t) 21~

X +---+ X,
bt furt > 0.
n
Beispiel. Betrachten wir eine Bernoulli Variable X mit Werten in {0,1},
P(X=1)=p, P(X =0)=1-p, also E[X] = p, Var[X] = p(1 — p). Dann
gilt

P=——"-pl21) < (nt2 ),
Xit + Xn p(1 - p)
P(| ! ” —-pl<t) > 1——(‘1'”2—-

Die Formeln werden folgendermafien angewandt.

Es sei p unbekannt. X,, = % gibt die durchschnittliche Anzahl der
Erfolge an. Aus p(1 —p) < 1 fiir p € [0, 1] folgt

1

P(X, — >1— .

Die unbekannte Erfolgswahrscheinlichkeit p liegt daher im Intervall [%, —
t,Zy +t)] mit W-keit > 1 — 15, wobei Z, = 8+4%n der Durchschnitt der

tatsdchlich beobachteten Ausginge ist.

Angenommen wir méchten p bis auf einen Fehler ¢t = 0, 01 mit W-keit 98%
bestimmen. Wie oft miissen wir das Experiment durchfithren? Aus der Formel

sehen wir )

1l >
4n - 0,0001 —
und dies ist fiir n > 125.000 erfiillt.

0,98,

Man beachte, dass 1 — ;17 stets < 1 ist. Mit Sicherheit kann p also nicht
ermittelt werden.
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Beispiel. Ein Wiirfel wird 20 Mal geworfen und zeigt immer 6. Ist der Wiirfel
in Ordnung, das heift, sind die Zahlen wirklich gleichverteilt?

Es sei X; die Zufallsvariable mit X; = 1, falls im i-ten Wurf 6 erscheint,
Xi =0, falls eine Zahl # 6 erscheint. Dann ist firr p = 1

X1+ 4+ Xoo <£ 1 1

5
P —
L J 6| = 3620022 100

also ist der Wiirfel mit W-keit> 99% nicht in Ordnung.

3.3 Lemma von Borel-Cantelli

Sei ein W-Raum (2, £, P) gegeben und A4;, A, .. . eine Folge von Ereignissen.
Wir definieren

A% = {w € Q: w € A, fir unendlich viele 7}.
Man sieht sofort
o0 [oe]
A® = ﬂ UAk: ﬂBnmitBn: UAk
n=lk>n n=1 T ok>n
A® ist also in £. Aus By D By D B3 D ... folgt

| P (ﬁ Bn> = lim P(B,) = P(A®).

n-—0oo

Beispiel. Wir werfen einen Wiirfel unendlich oft, und A, sei das Ereignis,
dass im n-ten Wurf 6 geworfen wird. Es sei = {(w;,ws,...)} mit w; €
{1,2,...,6}, also A® = {(w;,ws, ...) : w; = 6 fiir unendlich viele i}.

Satz 3.5 (Lemma von Borel-Cantelli). Es sei (2, £, P) gegeben und Ay, Ao, . ..
eine Folge von Ereignissen.

a. Ist Y P(Ax) < 00, so gilt P(A®) = 0.

k>1

b. Sind Ay, A, ... unabhingig und >, P(Ax) = 00, so gilt P(A®) = 1.

k>1
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Beweis. a. Wegen ) P(A) < oo haben wir 3 P(A;) — 0 fiir n — co. Dar-

k>1 k>n

aus folgt wegen P(B,) < 3 P(Ak), dass P(B,) =% 0 geht, also P(A%®) =
k>n

lim P(B,) = 0.

b. Wir verwenden die Ungleichung 1 —z < e fiir 0 < z < 1. Da die

Ereignisse A, unabhéngig sind, so auch die komplementéren Ereignisse AS
(Lemma 1.5), und wir erhalten

(ﬂ A°> = H P(Ag)) < ﬁe—P(Ak) _ e_k§nP(Ak).

k=n k=n

N
Mit N — 00 ergibt sich P ( N Ag) — 0, da > P(A;) = oo ist. Nun ist
k=n k>1
N+1

ﬂ AL D ﬂ A D ..., also
k=n

(W) pmr (1) -0

fiir alle n, und es folgt

P((A®)%) = (U ﬂAC) SiP(ﬂA;) =0

n=1k>n . n=1 k>n

und somit P(A®)=1. O

Bemerkung. In Teil b) kann auf die Unabhéngigkeit nicht verzichtet werden.
Sei ndmlich A € £, 0 < P(A) <1 und A, = A fiir alle n. Dann ist A® = A
> P(A,) = o0, aber P(A®) < 1

Beispiele. Wir verwenden die folgende Sprechweise: Das Ereignis A tritt fast
sicher ein, falls P(A) =1 ist.

’

1. Betrachten wir das Wiirfelbeispiel von eben, A, = {6 im n-ten Wurf}. Die
Wiirfe seien unabhangig, gleichverteilt, dann gilt P(A,) = £, also 3 P(A,) =

n>1
00. Die 6 wird somit fast sicher unendlich oft geworfen.
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2. Wir haben Urnen U;, Us, . . . gegeben, wobei sich in U, 1 weifle und n — 1
rote Kugeln befinden. Das Ereignis A, sei, dass aus Urne U, eine weifle
Kugel gezogen wird. Wir haben P(A,) = 1, also 3~ P(A,) = co und somit

n>1

P(A*®) = 1. Das heifit, fast sicher wird weifl unendlich oft gezogen.

Angenommen in Urne U, sind 1 weifle und n? — 1 rote Kugeln. Dann ist
P(An) = 5 S PA) =Y % = "Tf < 00, also wird weif fast sicher nur
n>1

> n>1
endlich oft gezogen.

Das interessante ist, dass keine Verteilung weifl/rot auf die Urnen moglich
ist, wo nicht einer dieser beiden Falle eintritt.

3. Es seien unabhéngige Ereignisse A;, Ao, ..., A, gegeben mit P(A;) > 0 fur
alle . Wir betrachten Qo = (wq,ws,...). Kommt es oft vor, dass es ein k
gibt, mit wy € Ay, Wit € Ao, ... , Whtr—1 € A7

Nehmen wir eine Telefonnummer 8018418. Nun schreiben wir die Ziffern
0,1,2,...,9 gleichverteilt in einer unendlichen Folge auf. Kommt die Te-
lefonnummer oft in der Folge vor? Dazu definieren wir

By ={(wn) 1wy € Ay,...,wr € A}

By = {(wn) 1 wry1 € Ay, ..., wyr € Ay}
Bm = {(wn) P W(m—1)r+1 € Al) cooy W € Ar}

Die Ereignisse B, sind unabhéngig mit P(B,,) = P(A;)--- P(4,) > 0 fur
alle m. Aus 3, -, P(Bm) = oo folgt P(B®) = 1, und das bedeutet, dass es
fast sicher unendlich viele B,, gibt, in denen r aufeinanderfolgende Ergebnisse

in Ay, A, ..., A, sind. Die Telefonnummer kommt also fast sicher unendlich
oft vor.

Eine amiisante Illustration ist der Affe am Computer. Er tippt Buchstaben
nach Belieben ein. Nach Borel-Cantelli wird er fast sicher irgendwann Goe-
thes Faust reproduzieren — und das nicht einmal, sondern unendlich oft.
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3.4 Das starke Gesetz der grofien Zahlen

Es seien wieder X;, Xs,... unabhéngige Kopien der reellen Zufallsvariablen
X. Wir wollen nun zeigen, dass die Folge X, = %1==+Xn gogar fast sicher
gegen den Erwartungswert konvergiert. In diesem Sinn kdnnen wir also sagen,
dass der Zufall bei unendlicher Wiederholung verschwindet.

Satz 3.6 (Starkes Gesetz der grofien Zahlen). Fiir die reelle Zufallsvariable
X ezistieren E[X] und Var[X]. Es seien X1, Xs, . .. unabhingige Kopien von
X. Dann gilt

P{weQ: X, (w) — E[X]) =1,
das heift X, 13 E[X].

Beweis. Wir kénnen wieder E[X] = 0 annehmen, ansonsten verwenden wir
die Folge X, —H)Q Wir gliedern den Beweis in mehrere Schritte.

1. Sei Y1,Y5,... eine Folge von Zufallsvariablen auf €. Wir nennen w €
gut, falls Y, (w) — 0. Sei By = {w € Q: w gut}. Wann gilt P(By) =1 ?
Dazu stellen wir fest:

Yolw) =0 <= Ve>0gilt |Va(w)| <efiirn>mng
<= Ve >0 gilt |V, (w)| > ¢ fiir endlich viele n
1
< Vk e Ngilt |Y,(w)| > Z fiir endlich viele n.

Sei By, = {w € Q : |Ya(w)| > 1 fiir unendlich viele n}, k fest. Dann ist

Ey C E, C E3C ..., und ferner By = () Ef. Somit schlieflen wir
k>1

P(By)=1 <= P(ﬂE,@) =1

k>1
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Insbesondere gilt nach Lemma 1.1

2. Sei k > 1 fest, App = {w € Q: |Y5(w)| > £}. Wir erhalten also eine Folge
von Ereignissen A, s, Az, ... und setzen

AP = {w € Q: w ist in unendlich vielen 4,;} = E;

aus 1). Aus P(A}°) = 0 (Vk) folgt also P(By) = 1. Laut dem Lemma von
Borel-Cantelli kénnen wir festhalten

> P(Ang) < 00 (Vk) => P(By) =1. (1)

n>1

3. Sei wieder k > 1 fest. Wir setzen Y, = X,,, dann ist das starke Gesetz genau
die Aussage P(By) = 1. Wenn wir also zeigen kénnen, dass Y ., P(Anx) <
oo ist fiir alle k, so sind wir fertig. Nun verwenden wir die Ungleichung
von Tschebyschev. Wir haben Anr = {w € O : |X,(w)| > 1}, und nach

Tschebyschev gilt mit E[X,] = 0, Var[X,] = M‘;ﬁl

P(Ani) = P(| X, (w)] > 71€~) < 2]

und somit

> P(Ang) < Var[X]E?y % .

n>1 n>1

Leider divergiert die harmonische Reihe, also miissen wir die Summe ) P(A, k)
n>1
besser abschatzen.

Wir betrachten die Teilfolge X,2, n = 1,2,.... Fiir diese gilt nach Tscheby-
schev

o0 oo

S P(Ang) = Y P(1Rua] 2

n=1 n=1

1
) < \/aur[X]/c?ZE <00,

> =

und somit nach (1)

PlweQ: Xp2(w) - 0}) =1. ‘ (2)
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4. el Sp = X1+ -+ + X,, und fiir m € N sei n = n(m) mit
n*<m < (n+1)=2.
“Wir haben
E[Spn — Sp2] = 0, Var[Sp, — Sp2) = (m — n?)Var[X].
Sei k fest, dann gilt wieder mit Tschebyschev

PH{w e Q: |Sn(w) — Sp2(w)| > E;}) =

(m — n?)k?

2
n
P(lSm - Sn2‘ > ?) < nA

Var[X] .

Nun definieren wir die Ereignisse

By = {w €N [Sim{w) = Sz ()| > 71;}, n=n(m),= BF“U

und haben

m-—-n
n4

2
P(Bni) < k*Var[X], m>1, n=n(m).

Summation iiber m ergibt
S P(Buy) < k2VarlX] i m = n{m)*
m>1 " a m=.1 n(m)4

o0 (n+1)2—1 2

= k2Var[X]Z Z mq;n

n=1 'r'n,='n,2

o0

24 ... 49
— k2var[X]Zl+ +n4 + n
n=1
2 2n(2n + 1
= kQVar[X]Z———n(;:_ )
n=1 n
o0
2 1
= kZVar[X]Z nn_: < 00.
n=1
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. Sm—S
Mit Y,, = —n—(n’:)#i haben wir also nach (1)

Smw — In(m)2 W) m—oco
P{weq: ()n(nf)g’u——»()}):y (3)

5. Nun setzen wir die Ergebnisse zusammen. Es sei

A ={w: Xp2(w) — 0} mit P(A) = 1 nach (2)

. . Sm(UJ) - Sn(m)2 (w)
B={w: nm)?

— 0} mit P(B) = 1 nach (3),

also gilt P(ANB) = P(A)+P(B)~P(AUB) > 2—1 = 1, somit P(ANB) = 1.
Fir einw € ANB gilt X,2(w) == 0, also auch fiir die Teilfolge Xngmyz (w) =
0. Ferner ist ’

Sm _ S — Sn(m)2 + Sn(m)2 _ Sm — Sn(m).2 %

am? - n(m? T a(mE T a(mp T

Da w € B ist, gilt %(w) — 0 mit m — oo, und wir erhalten als
Ergebnis:

(W) mogo

n(m)?

we€ANB =

Wegen m > n(m)? gilt ferner fir w € AN B

)] = [P < | 2 g

n(m)? '

also )
w€ANB= X, (w) =30

oder B
ANBC{w: Xn(w) =3 0}.

Da wie gesehen P(AN B) =1 ist, erhalten wir daraus
PweQ: Xpw) =0} =1,
und der Beweis ist fertig. [

Beispiel. Betrachten wir das Intervall @ = (0,1] C R. Eine Zahl w = 0,
Y1Y2y3 - - - heiflt normal, falls jeder mogliche Block ajay...ax € {0,1,...,9}*
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der Lénge k in der Dezimalentwicklung im Limes mit relativer Haufigkeit
107* vorkommt, und zwar fiir alle k > 1. Also, wenn

lim #{o1...apriny...yn} _ __1_’
n—oo n 10]“

gilt. Gibt es liberhaupt normale Zahlen? Eine besonders schéne Anwendung
des starken Gesetzes der grofilen Zahlen zeigt, dass bei Gleichverteilung auf

Q gilt: P({w € Q: w normal}) = 1. Es gibt also iiberabzéhlbar viele normale
Zahlen.

Wir beweisen die Aussage fiir k = 1, der allgemeine Fall ist nur wenig schwie-
riger.

Es sei w = 0,y1(w)yz(w) ... die Dezimalentwicklung und Y;(w) = y;(w) die
Zufallsvariable (unter Gleichverteilung), 7 > 1. wir haben

PYa=bi Ao AV =bn) = 7o,

da {w: y1(w) = by A... Aym(w) = bn,} ein Intervall der Léange 5= ist. Ebenso

gilt P(Y;=b) = % fiir alle 7, also sind die Variablen Y; unabhingig.

Nun sei a € {0,1,...,9} fest vorgegeben, und X;, X5, ... die Folge von Ber-
noulli Variablen mit

1 fallsy(w)=a
Xi(w) = { 0  sonst.

Wie eben gesehen ist P(X; = 1) = 3 fiir alle 7, die Variablen X; sind somit
unabhéngige Kopien der Variablen X mit E[X] = +. Fiir w € Q ist

X () < Hiiu=a1<i<n)

= relative Haufigkeit von a,
n

und das starke Gesetz besagt
1
P({w : relative Hiifigkeit von a — 16}) =1

fiir alle ¢ € {0,1,...,9}.
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3.5 Der zentrale Grenzwertsatz

Der folgende Satz ist der berithmteste Satz der W-Theorie und zeigt die in
der Praxis beobachtete zentrale Stellung der Gaufischen Glockenkurve.

Satz 3.7 (Zentraler Grenzwertsatz). Seien X1, X, ... unabhingige Kopien
von X mit Erwartungswert E[X] und Varianz Var[X]. Dann gilt

X1+ + X, —nE[X] iv
— Y ~ N(0,1),
Vny/Var[ X] ©.1)

das heifit Y ist nach der Standardnormalverteilung verteilt.

Beispiele. 1. Sei X gleichverteilt auf [0,1], E[X] = 1, Var[X] =
gilt

. Dann

ol

X1+ 4+ X, -
Vi1
2. Sei X Bernoulli Variable mit P(X = 1) =p, P(X =0) = ¢ =1 - p,
0 < p < 1. Dann ist E[X] = p, Var[X] = pq, und es folgt

2 %, N(0,1).

Xit-+ Xo—mp
N

Damit konnen wir die Standardnormalverteilung simulieren. Wir werfen eine

Miinze n Mal, p = 1, dann ist

¥ N(0,1). (1)

Anzahlj;opf‘ 2 2% N(0,1).

2

Wir werden den zentralen Grenzwertsatz fiir Bernoulli Variablen beweisen,
also die Aussage (1). Dieser Spezialfall heifit Satz von de Moivre-Laplace.
Dazu benotigen wir einige Vorbereitungen. -

Lemma 3.8 (Stirling Formel). Wir haben
n

n! ~ 27m(g)",

das heifit

n—00 nl



Wir kénnen uns die Formel plausibel machen. Betrachten wir die Logarith-
muskurve:

logz

1 2 3 n-1 n

Durch Ober- und Untersummenbildung erhalten wir

n

log(n — 1)! < /log zdz < log(n!)
1

n
und wegen [logzdr = zlogz —
1

log(n — 1)! < nlogn —n +1 < log(n!)

(n—1)! < e(%)” <nl.

Fir n,k, n — k grofl kénnen wir also abschitzen:

n n! 1 m n no
<k> T Kn— k)" or k(n—k)(E)k(n_ e 2)

Als nédchsten wollen wir den Koeffizienten b(k,n;p) abschitzen. Wir gehen
in mehreren Schritten vor.

1. Fir b(k,n; p) schreiben wir b, (k) = (7)p*¢"*, ¢ = 1 —p. Nun betrachten
wir Folgen (k) mit £ — p. Es muB also auch k, — oo gelten, Bk =
kn

1-"2—1-p=gq,alsoauch n—k, — oco.

Sei k = ky,, dann haben wir mit (2)

1 n on an . ,._
bn,P(k) ~ \/ﬁ k(n — k}) (?)k(n—_é) s ) (3)
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und mit o, = /7pq, % ~ D Ei—k ~4q

n 1 1
k(n—k)N\/nq:;' (4)

2. Als nichstes untersuchen wir das Grenzwertverhalten von

PR, QN -
fin k) = (EF T,

Sei t, = %,alsotn—»p, "—";fﬂ:l—%‘-=l—tn—>q. Wir setzen kurz ¢t = %
Dann gilt

1-1

t
—log f(n, k) = klogz—)-}— (n—k)log
1—-1t¢

i

n(tloggz—+(1—t)log ).

- >
-~

g(t)

Fir die Funktion g(t) sehen wir:
a. g(p) =0,

b.g'(t) = logt+1—logl=t+(1-1):L(-1)
= 1og% —log 1—? ,
also insbesondere ¢'(p) = 0.

cg't)=1+i5 P =1+5= 1
Taylorentwicklung in p ergibt

1 .
9(t) = 5—(t = p)* + h(t — p) mit |a(t — p)| < clt —p|*.
Pq
3. Angenommen, es gilt sogar n(t — p)*> — 0. Dann ist nh(t — p) — 0, und
somit '

= 10g fn, ) = 2L = pug) - nE 2 < ne - ) — 0.

Wir setzen nun i
z(n k) = 2, (5)

On
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dann haben wir

n(t ;p)Q _ n(E - p)? _(k=np)?®  z(n,k)?

2pq 2pq  2npg 2

und es folgt

|—logf(n,k) -

kz

Daraus folgt

z 2
¢ l0g f(nk)— 2

-1,
_z(nk)?
€ 2 1
fink)
also o
fln k) ~e "3, (6)

4. Was bedeutet n(t — p)® — 0 fiir die Zahlen z(n, k)? Wir haben

-k k—np)® z(n, k)03
it - p) = n(s - pp = BT _ 2k

z(n, k)*(pq)?
\/ﬁ H
und sehen
z(n, k)3
Vn
9. Fassen wir zusammen: Sei z(n, k) = k"a;ﬂ"’i. Falls ’”("—\/'f_:)—a — 0 geht, so ist
nach (3), (4) und (6) '

n(t—p)® — 0 = — 0.

l 1 _zgn,k!z
bnp(kn) ~ —=—e" " 2

AV 2 On

)

und wir erhalten das folgende Resultat.

Lemma 3.9. Sind (o), (B,) Folgen mit m(”\j’%")g 200, () 50 ist

' vn
z{n,kn 2
e 2 .,
bnyp(k"n) ~ \/ZT-J f'LL’f‘ Oy, _<_ kn S :Bn-
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Satz 3.10 (Satz von de Moivre Laplace). Es sei X eine Bernoulli Variable

mit 0 < p <1, und X1, Xs,..., unabhingige Kopien von X. Dann gilt fir
die zentrierte Variable

X144+ X, —np

S*: ,q=1"‘p,
" NZ

81 <5 N(0,1),

das heifst

lim P(a< S <b)=

_2dx (a,b e R).
novoo \/ﬂ/

Beweis. Wir teilen den Beweis wieder in mehrere Schritte ein.
. Sei S, = X1 + - + X,. Dann gilt mit o, = \/Apg

Sp—n
aSSZSb(z»aSJi—p

<b<=ao,+np < S, <bo,+np.
On

Sei o, € N minimal mit o, > a0, + np und S, € N maximal mit G, <
bo, + np. Dann gilt

aSS;Sb@anSSnSﬂnv

somit

P(a <8, <b)=Pla, < S, < B,) = Z brp(K) -

Wir miissen also zeigen:

Bn b
1 2
lim 3 b (k) = — / Tz, (7)
n—oo Pl N J

2. Aus B, < bo, +np < B, + 1 folgt

bo, +np—1< 6, <bo, +np,
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also gilt %” — p und analog 2* — p. Mit z(n, 8,) = ﬁ"a;n"” haben wir

b_i <$<?’L,,3n)§b

n

und analog
: 1
a<z(n a,) < a+a—.
Die Folgen (z(n, $,)) und (z(n, a,)) sind somit beschrénkt und es folgt
z(n, B,)3 z(n, oy)?

— =0

i CC TR T
Aus Lemma 3.9 folgt daher

1 z(n,lc)é
ez fiurallea, <k<g,.
Veno, " "

bn,p(k) ~

und somit

:I:('n,, Qp — %) (L'('I’L, k’) x(n,ﬁn + %)

Die rechte Summe ist eine Riemannsche Summe mit Intervallen der Linge
i, und wir haben

1, a,—1i-n 1 +3-n
n k(3
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Es folgt

fn 1 b
an,p(k = Nor /—%

k=an

:}

und der Satz ist bewiesen. O

Folgerung 3.11. Seien X1, Xy, ... unabhingige Kopien der Bernoulli Va-
riablen X mit 0 < p < 1, 0, = /npq. Dann gilt fir S, = X, + -+ + Xn
(Anzahl der Erfolge)

3
)
8
)
:1

mit ¢(z) f e % d.

Das letzte Resultat wird in der Praxis zur Abschitzung der Erfolgswahr-
scheinlichkeit verwendet.

Beispiel. Ein Wiirfel mit Gleichverteilung wird 600 Mal geworfen. Wie groﬁ
ist die W-keit, zwischen 90 und 100 6en zu erhalten? Hier ist n = 600 p=

np = 100, o, = 4/600 - 6 6—9,13,a~np——10,ﬁ—np—0,also

10

——)~0,36.
9,13) 0.3

P(90 < 8, < 100) ~ ¢(0) — ¢(—
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