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Aufgabe 1
Diese Aufgabe zeigt, dass im 2. Teil des Lemmas von Borel-Cantelli die Bedingung der paarwei-
sen Unabhingigkeit der Ereignisse wichtig ist.

Sei © = [0,1] mit Gleichverteilung und sei A4, := [0,
Dann ist lim sup A, = {0}, da fiir alle x > 0: 2 ¢ [0, - } sobald n > 1
Damit gilt: Z P(A,) = Z 1 = o0 und P(limsup 4,,) = P({0}) =0

n=1

Und die Moral von der Geschicht’: Checkt die Bedingungen eines Satzes, bevor ihr sie anwendet;
das reimt sich nicht!
(Die A,, waren hier nicht paarweise unabhingig, da sie ineinander enthalten waren.)

Aufgabe 2
Sei 4,, :={X,, > n+1}.
Gesucht ist also P(limsup 4,,)

Da X,, geometrisch verteilt zu ¢ € |0, 1] ist, gilt

PX,>2n+1)=(1-¢q ¥ ¢ '=01-9¢" X "=>0-9¢"1=; =¢"
k=n+1 k=0

= Y PX,>n+1)=> ¢"<x

n=1 n=1

Nach dem Lemma von Borel-Cantelli (Teil 1) haben wir P(limsup 4,,) = 0.

Aufgabe 3
X1t +Xn—nE(X) N(O

Nach dem Zentralen Grenzwertsatz gilt: T (%) ,1) in Verteilung.

b .
Das heifit fiir grofie n ist P (%’ME(}() € la, b}) 1% afeXp (—%) dt

Hier: E(X) =1, o(X) = \/% = %
P(X; + ... + X000 € [980, 1020]) = IP(X1+ 4 X000 1000 ¢ { = D

VI000/3 V00875 V0773
~ P (Mot X 1000 ¢ [1,0954,1.0054]) ~ 72.67%
Aufgabe 4

Sei F'x die Verteilungsfunktion von X und sei z € R mit Fy stetig in x.
Zeige: Fx, (z) = Fx(x).

Sei e > 0.



Da Fx stetig in x ist, gibt es § > 0 mit

|Fx(z) — Fx(x—90)| <e, |Fx(x) — Fx(z+9)| <e (1)

Seien g1, g2 folgende Funktionen:

14 14

g1 92

x—éxx—i—é J:—(Sxx—i—é

Schreibe im Folgenden Ex(g) = E(g(X)) (Erwartungswert im von X induzierten Wahrschein-
lichkeitsraum)
Beachte, dass Vy € R: Fx(y) = P(X €] — 00,¥]) = Ex(X]—cc,y])-

Wegen Monotonie des Erwartungswerts gilt:

Ex(X]-co,o—0]) < Ex(91) < Ex(X]—c0,a]) < Ex(92) < Ex(X]—c0,a+4])
Mit (1) gilt also

[Fx(x) = Ex(g1)| <e, [Fx(2) —Ex(g2)| <e¢ (2)

Nach Voraussetzung gilt Ex, (¢1) = Ex(g1) und Ex, (92) = Ex(g2)
Damit gilt fiir groe n: |Ex(g1) — Ex, (¢1)] <& und |Ex(g2) — Ex, (92)] < ¢
Zusammen mit (2):

|Fx(z) — Ex, (g1)] < 2¢, |Fx(z) —Ex,(92)] < 2¢ (3)

Wegen Monotonie des Erwartungswerts haben wir Ex, (g1) < Fx, () < Ex, (g2)
und zusammen mit (3) |Fx(z) — Fx, (z)| < 2¢ fiir grofie n.



